Departamentul A.1A. Matematici Asistate de Calculator

Anexa B1

Elemente de algebra matriceala si vectoriala.

1. Elemente de algebra matriceala

a. Diferite tipuri de matrice

Fie A o matrice cu m linii i n coloane:

Al,l Al,z Al,n
A= T
Am,l Am,Z e Am,n

Daca m=n, atunci matricea A este o matrice pdtraticd de ordinul n.

. . . o T e . o -
Transpusa matricei A este matricea notatd A', cu n linii si m coloane, obtinuta din
matricea A prin schimbarea liniilor cu coloanele:

A1,1 Az,l T Am,l

A A A
A= 12 22 ) m,2

Al,n AZ,n T Am,n

Proprietati: Daca B este o matrice de aceleasi dimensiuni cu A, iar o un scalar, atunci, operatia
de transpunere are urmatoarele proprietati:

(4+B)'=4"+B" (4-B)'=B". 4"
AH'=4 (o A)'=a A"

Daci A este patraticd si A=A", atunci A este o matrice simetricd.

12
Exemplu: 4 =
125

Daci A este patraticd si A=-A", atunci A este o matrice antisimetricd.

[0 2
Exemplu: 4 =
-2 0

Conjugata unei matrice A de numere complexe este matricea notatd A care contine
conjugatele elementelor matricei A.

Daca A este patraticd si Ajj =0, V 1> j, atunci A este superior triunghiulara.
2 3

1
Exemplu: 4=|0 4 5
0 0 6
Daca A este patratica s1 Ajj= 0, V 1<j, atunci A este inferior triunghiulara.
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|9, B VS B )
AN O O

1
Exemplu: 4=|2
4

Daca A este patratica s1 A; ;= 0, V i #j, atunci A este o matrice diagonald.

O matrice diagonala de ordinul n cu toate elementele de pe diagonald de valoare
unitard, se numeste matrice unitate de ordinul n:

0 1 - 0
I = ,

O matrice patratica 4 este orfogonali_daci A”'=A", adici daci A-A"=I,.

b. Determinant. Inversa unei matrice
Se considera o matrice patratica reala A de ordinul ».

Numarul:

det A= Y (-1)""Et g 4, A,

Mn
(kg )

in care I(k;ko,....k,) este numarul tuturor inversiunilor permutarii (kj,ko,...,k,), se numeste
determinantul matricei A sau determinant de ordinul n.

O matrice reald patratica A se numeste singulara daca det A = 0; in cazul det A # 0, se
spune cd matricea A este nesingulara.

Matricea patraticd A de ordinul n este inversabila daca exista o matrice patratica B de
ordinul # astfel incat:

A-B=B-A=l,.
Matricea B din relatia de mai sus se numeste matricea inversa a matricei A §i se noteaza cu
A
Se observa ca determinantul unei matrice inversabile este nenul.
Principalele proprietati ale operatiei de inversare sunt:
1

det(A” )=——, A-B)y'=B"-47", AN ="
(A7) =—— (4-B) (A7) =(4")

Se numeste minor al elementului A;; din det A, determinantul de ordinul n-1 care se
obtine din det A prin eliminarea liniei 1 §i a coloanei j. Minorul elementului A;; se noteaza cu
M.

Se numeste complement algebric sau cofactor al elementului A;; din det A numarul:
A= (-1) My,

. . . . ~ * .
Se numeste adjuncta matricei A , si se noteaza cu A , matricea:
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411 421 o ﬁnl
A — 212 £222 =n2
éln 42n énn

Utilizand notiunile de mai sus, inversa matricei A se poate exprima sub forma urmatoare:
- 1 .
A = A
det A

¢. Rangul unei matrice
Fie 4 o matrice de dimensiune mxn.

Se numeste minor de ordin k al matricei A orice determinant de ordin k format din k?
elemente ale lui A (k linii si k coloane, pastrand ordinea elementelor).

Se spune cd matricea A are rangul r, dacd A are un minor de ordinul r nenul, iar toti
minorii lui A de ordin mai mare decat r, dacd exista astfel de minori, sunt nuli. Faptul ca
matricea A are rangul r se scrie sub forma:

rang A=r

d. Factorizarea matricelor

Prin factorizarea unei matrice patratice A de ordinul n se intelege exprimarea matricei A
sub forma unui produs de doud matrice de acelasi ordin cu A. De obicei, cele doud matrice sunt
matrice de anumite tipuri (triunghiulare, ortogonale etc.). Astfel se disting mai multe metode de
factorizare, dintre care mentionam urmatoarele:

e Factorizarea LR (cunoscuta si sub denumirea de factorizare LU)

Matricea A se srie sub forma:

A=L-R

unde L este o matrice inferior triunghiulara, iar R o matrice superior triunghiulara.

Un caz particular il constituie factorizarea LR a matricelor simetrice si pozitiv definite, numita
factorizare Cholesky. In acest caz, L=R".

Observatie. Fie Ax submatricea determinata de primele k linii si primele k coloane ale matricei
patratice A de ordinul n. Matricea A este pozitiv definita, daca si numai dacd determinantii
tuturor submatricelor Ak, k=1,2,...,n sunt strict pozitivi.

e Factorizarea QR
Exprimarea matricei A se face sub forma:
A=QR

unde Q este o matrice ortogonald, iar R o matrice superior triunghiulara.
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2. Elemente de algebra vectoriala

Se considerd spatiul real 3-dimensional, raportat la un sistem ortogonal de coordonate
xOyz.

Fie v si w doi vectori cunoscuti prin proiectiile lor pe axele sistemului de coordonate:

V=V, i+Vvy-j+v, -k W=W, -i+wy-j+w, -k
unde i, j.k sunt versorii axelor Ox, Oy, respectiv Oz.

Norma euclidiana a (modulul, marimea) vectorului v este numarul real pozitiv
determinat prin relatia:

— 2 y2 2
V=4[V VY VS

Un vector al carui modul este egal cu 1 se numeste vector unitar sau versor.

Norma p a vectorului v este numarul real pozitiv determinat prin relatia:

—=p[y,P P P
V=4V, +v, +v,

Produsul scalar al vectorilor v si w este un numar (scalar) real determinat prin relatia:
V- W =V Wyt Ve Wyt VoW,
Vectorii vV si W sunt ortogonali daca si numai daca v -w =0.

Prin unghiul dintre vectorii v §i w se intelege unghiul mic determinat de sensurile pozitive
ale celor doi vectori. Unghiul dintre vectorii vsi w se noteaza cu Z(v,w ). Cosinusul acestui
unghi se calculeaza cu formula:

<
=)

cos(v,w) =
vVew
Produsul vectorial al vectorilor vsi w este un vector notat vxw care are directia
perpendiculard pe directiile celor doi vectori, sensul dat de aplicarea regulii burghiului drept
cand se roteste primul vetor (Vv ) peste cel de-al doilea vector (w ), si modulul egal cu produsul
v-w-sin( Vv ,w ). Produsul vectorial al vectorilor vsi w se poate calcula cu formula:

i

=y

VXW= A =(vow—vow )i +(vow, —vow, ) j+(vow, —vw, )k

\<§ S~

vx
W

=

Vectorii vsi W sunt paraleli daca si numai daca v x w=0.
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