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2 Aspecte introductive privind teoria erorilor

ASPECTE INTRODUCTIVE PRIVIND
TEORIA ERORILOR

Rezolvarea unor probleme de naturd stiintificd si tehnica
implica aplicarea metodelor numerice. O metoda numerica
este consideratd eficientd atunci cand precizia calculelor

numerice este buna, ceea ce se traduce prin erori reduse.

1. Eroare. Aproximatie
Fie o marime numerica reald avand valoarea exacta x, pentru
care se cunoaste valoarea aproximativa x~ (rezultatd in urma
unui calcul numeric sau a unui experiment). Se zice cd X~
reprezintd o aproximatie a valorii exacte X.

Eroarea ¢ a aproximatiei X~ a lui x se defineste:
E=X—X . (1.1)
€ > 0: X~ aproximeaza pe x prin lipsa;
daca € <0: x™ aproximeaza pe x prin adaos.

(1.1) O formula de aproximare:

X=X t¢g. (1.2)

Semnul erorii nu prezintd interes [J se defineste eroarea

absoluta ¢, (notata uneori $i Cu €,):
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e=le|=|x—-x"]. (1.3)
€, nu este suficienta pentru a caracteriza gradul de

precizie al unei aproximari. Exemplu:

x=4, x =5, y=499, y =500 U ¢gx=¢&y=1.

Deci, nu se poate aprecia cad y aproximeaza mult mai bine pe

y decat X~ pe x.

[1 este nevoie de introducerea unei alte marimi, care sa
exprime corect gradul de precizie a unei aproximari: eroarea
relativa a aproximatiel X~ a lui x, notata cu g, (sau &;y):

(& |x—x7|

& = = : (1.4)

x|

In practici: exprimarea procentuali a erorii relative:

& =100 "¢, . (1.5)
Exemplul anterior:

&x=1/5=02=20%, &,=1/500=0.002=0.2 %,

[ a doua aproximare este mai precisa decat prima.
Din punctul de vedere al provenientei -erorilor:

clasificare in categorii:
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1) Erori inerente (initiale) — aparitie: modelul matematic
asociat problemei practice nu corespunde in totalitate acestei
probleme; nu pot fi influentate de metoda de calcul.
2) Erori de metoda — aparitie: utilizarea unei anumite metode
numerice in rezolvarea problemei; pot fi micsorate prin
alegerea celei mai adecvate metode de rezolvare.
3) Erori de calcul — legate exclusiv de metodele de calcul
numeric, de modul de efectuare a calculelor si de tehnica de
calcul utilizata.
Erorile de calcul sunt, la randul lor, de trei tipuri:
A) Erori de trunchiere — legate exclusiv de metodele
numerice utilizate. Aparitie: procese de calcul numeric cu
convergentd teoretic infinitd sunt inlocuite cu aceleasi
procese, dar cu convergentd practic finitd — la toate metodele
iterative sau de aproximatie.

Exemplu: calculul valorilor ¢* pentru diverse valori ale
argumentului x cu dezvoltarea in serie MacLaurin:

X X’ X"

ef=1+x+ + + oottt (1.6)
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Numirul de termeni este infinit. In calcule practice se
foloseste, insa, un numar finit rezonabil de termeni (5, 6, 7, 8,
...) dependent de valoarea lui x. Termenii omisi determina
aparitia erorii de trunchiere.

Nu pot fi calculate exact, dar pot fi estimate.

B) Erorile de rotunjire —toate calculele se pot efectua numai
considerand un numadr finit de cifre pentru valorile numerice,
desi anumite valori numerice au mai multe cifre sau chiar o
infinitate de cifre (in cazul numerelor irationale).

Exemplu: se efectueaza calculele cu valori numerice
avand 6 cifre semnificative. Valoarea numerica x = 842.78425
se poate aproxima:

- prin lipsa, prin valoarea: x = 842.784, cu g,,= 0.000030 %;
- prin adaos, prin valoarea: x = 842.785, cu &, ,= 0.000089 %.

Erorile de rotunjire pot fi cauzate si de conversiile dintr-
un sistem de numeratie cu o baza intr-unul cu o altd baza.

C) Erorile de propagare — apar datorita erorilor din pasii
anteriori ai unui proces iterativ de calcul.

2. Reprezentarea in virgula mobila. Rotunjire

In sistemele de calcul un numdr real cu valoarea exacti x

se reprezintd in mod curent in virgula mobila:
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x= [, (2.1)
b — baza sistemului de numeratie (b = 2),
f — mantisa,
¢ — exponentul (caracteristica).

Exemplu: Se considera reprezentarea numarului:
x=10.01,=1.001, *2' =0.1001, * 2° = 0.01001, * 2° =

=100.1, 27 =1001, 27 =10010, 2.

[1 pentru o anumitda valoare numerica exista un numar

nelimitat de exprimdri in virguld mobild. Prezintd interes

reprezentarea normalizatd, unica, la care mantisa satisface:

1
o<l/l<t, 2.2)
Particularizare in cazul b = 2 a relatiilor (2.1) s1 (2.2):

x=f2° (2.3)

0.1, <|f[<1;. (2.4)
Reprezentarea normalizati (exemplu): x = 0.1001, - 2> .
Se presupune ca mantisa normalizata contine t cifre

semnificative. O valoare numericd reald exactda x cu numar de

cifre mai mare decat t se poate scrie:

x=fR+g", (2.5)
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unde mantisa normalizatd f contine primele t cifre
semnificative ale lui x.

Exemplu: Se lucreaza cu t = 6 cifre semnificative pentru
valoarea reald exacta x = 1011.1101,. Aplicand (2.5) U
x=0.110111101,-2°=0.110111, - 2>+ 0.101, - 2 ° =

=0.110111,-2°+0.101 - 27"

Aproximatia X~ a valorii exacte x are mantisa normalizata
cu t cifre semnificative. Rotunjirea: luarea in considerare a lui
g din (2.5) la stabilirea valorii mantisei aproximatiei x .

Metode de rotunjire:

A) Rotunjirea prin taiere —neglijarea lui g la stabilirea lui x:
X =f-2°, (2.6)
Erorarea relativa datorata rotunjirii prin taiere:
g lgl-2% 1-2%
& = = < =2t (2.7)
| x| | f|-2° 0.1-2°

Exemplu: aplicarea rotunjirii prin taiere [

X =0.110111,-2°, g<2°1=27,
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B) Rotunjirea simetricd — obtinerea lui X~ pe baza lui (2.8):
0 f-2°, daca |g|<0.1,,

X" = Of-2°+2°", dacd |g|>0.1, si >0, (2.8)
Of-2°-2%", dacd |g|>0.1, si £<O0.

Eroarea relativa datorata rotunjirii simetrice:

€a 0.1-2"
< =27, (2.9)
X" 0.1-2°

qp]
—
| |

Exemplu: (2.8) s1 (2.9) se particularizeaza sub forma:
X =0.110111,-2°+2°°=0.110111,-2°+27' =
=0.110111, - 2° +0.000001, - 2° = 0.111000; - 2°, &, < 2°°.
3. Propagarea erorilor
Operatii aritmetice cu valori aproximative [1 necesitatea
cunoasterii  efectului erorilor operanzilor asupra erorii
rezultatului si asupra operatiilor urmatoare.
Fie cei doi operanzi cu valorile exacte x s1 y si valorile
aproximative x_, respectiv y~ (din (1.2)):
X=X te&, y=y Tg. (3.1)
Operatiile aritmetice elementare.
A) Adunarea.

Xx+ty=X +y +g&+¢g—dn(3.1),
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dar,din (1.2) 0 x+y=xX"+y +é&y.

L ey =ext gy (3.2)

Se aplica proprietatile modulului [J

Caxty S€ax T Eay - (3.3)
Exprimarea erorii relative:

8ax+y €ax Say

IA
_|_
I

~

- . TR = (3.4)
X[ Ix+y [y | Xy
| x| |y |

Xty | Xy |
Observatii:
1. Eroarea absoluta a sumei nu depaseste suma erorilor
absolute ale termenilor.
2. Daca operanzii sunt de acelasi semn, eroarea relativa a
sumei nu depaseste suma erorilor relative ale termenilor.
B) Scaiderea. Calcule similare adunarii:

X—y=X -y teg-¢g—-din(3.1),
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dar,din (1.2) U x—y=X —y +&y.

[ exy=&x—¢y. (3.5)

Se aplica din nou proprietatile modulului [J

Caxy S €ax T €ay . (3.6)
Exprimarea erorii relative:

€axy €ax €ay

= < + =

Er X-y
X -y | [X=y | [X—y]

~ ~

€a x | X | €ay |y |
= : + : = (3.7)

XX =y [ Iy | [x =y

~

[ x| Y|

= &x’ +8ry'

~ ~ ~

X =y | X =y
Observatii:
1. Eroarea absolutd a diferente1 nu depaseste suma erorilor

absolute ale termenilor.

2. Precizia este puternic afectatd cand cei doi operanzi au
acelasi semn si sunt de valori apropiate [1 astfel de scaderi
trebuie evitate.

C) Inmultirea.
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Xy=X +&)y te)=xy TX¢gt+yetee—dn3.1).
Termenul &gy este neglijabil [ xy =Xy +X'g, +y &,
[ ey =Xgy Ty &. (3.8)
Majorant al erorii absolute — din (3.8):
Eaxy S| X &y t|Y | €ax. (3.9)
Majorant al erorii relative — din (3.9):
axy X |€yt|Y |€ax &y &ax

Erxy™ < = =gty (3.10)

[ X7y | | X7y | ly | Ix
Operanzi nenuli ! [1 concluzie similara adunarii.
D) Impartirea. Calcule similare inmultirii:

X X t& X Ty —&) XYy Ty ex—X g —&&y

) 2 ~2 2

y ¥y tg y —& y —&

Termenii €&, si &,” sunt neglijabili [J

X X Ex X &
~ + — []
y vyt oy ooy
Ex X €
Exly = — . (3.11)
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Majorant al erorii absolute — din (3.11):
€a x | X | €ay

Eaxly < + (3.12)

~2

ly [y
Majorant al erorii relative — din (3.12):

8ax/y Sax/|y~|+8ay/|y~ |2 €ax 8ay

Erxly— = = + = & xT &ry.
| Xy x|/ 1y | x|y [ G.13)
Operanzi nenuli ! [1 concluzie similara adunarii.
Exemplu (ilustrarea efectului propagarii erorilor): Se
lucreaza cu doua zecimale exacte si aproximare prin lipsd, sa

se calculeze integrala I, daca se da:

n

1 X
Inz_[ dx, nON,
0 xX+35

iar pentru calculul integralei se aplica relatia de recurenta:
L+5L,=1n, OnON", 1,=0.18.

Solutie: Se aplicand relatia de recurenta [
[ =1-51,=1-09=0.1,
L=12-5=05-05=0.
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Rezultat eronat ! (integrala este de fapt strict pozitiva).
Explicatie: s-au acumulat relativ rapid erori de rotunjire
provocate de diferente intre numere apropiate.

ELEMENTE DE
CALCUL NUMERIC MATRICEAL

O matrice 4 de dimensiune m X n - tablou
dreptunghiular cu elemente reale sau complexe dispuse pe m

linii §1 n coloane:

E“n ap .o Ay, U
_ — _ 21 42 ... dpy
A= [azj]l?_llﬂ = gl , % 0
J=Ln .
[ L]
(Fm1 9m2 -+ Qpup(]

Transpusa matricei 4 este matricea A", de dimensiune #

X m, obtinutd prin schimbarea liniilor cu coloanele:

Blll dr1 ... Ay ]

T — %112 A2 e+ Ap2
A" =l ] = 3
’ B L
[(F#1n  92n -+ Qpn(]

Transpusa sumei si transpusa produsului au proprietatile:

A+B)=4"+B", 3)
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(AB)'=B" 4. 4)
Conjugata unei matrice 4 este matricea 4, care se obtine

prin inlocuirea elementelor lui 4 cu conjugatele lor:

Ez[aij]i:@ . (5)

Daca n = 1, atunci matricea are dimensiunea m X 1 gi este
de tip coloana:
[,

2

AN
[

@DD L4

(6)

I

m
Daca m = 1, atunci matricea are dimensiunea 1% n si este

de tip linie (transpusa unei coloane):

b'=[by by = b,]. (7)
Daca m=n, atunci matricea 4 este patraticd de ordinul n.
O matrice patratica 4 este simetrica dacd si numai daca

A" = A, ceea ce este echivalent cu egalitatile a; = ay, i.j=1.n.

O 2 30

oo A=@ -1 4p
Exemplu de matrice simetrica: :

3 4 -sH
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O matrice patratica 4 este antisimetricd daca s1 numai

- T . o — o _
daca 4'=4, adicd a,=a,,, i,j=1,n. Se observa: a;=0, i=1,n.

00 2 =50
[] []
A==2 0 3
Exemplu de matrice antisimetrica: — U L,
H5 -3 0Hd

O matrice patratica A este superior triunghiulard, daca
si numai daca q;; = 0, U i 2 j. Exemplu de matrice
0 -1 20

o A=@ 0 4F
superior triunghiulara: uy
H 0 OB

O matrice patratica A este inferior triunghiulard, daca si

numai daca a;; = 0, [J i <j. Exemplu de matrice

00 0 00
[] []
4=24 0 0
inferior triunghiulara: = U ]

H3 6 05
O matrice patratica 4 este superior trapezoidala, daca si
numai dacd a;; = 0, [l i >j. Exemplu de matrice

2 -1 30

. oA=® 5 61
superior trapezoidala: U,
H 0 -4H
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O matrice patraticd A este inferior trapezoidala, daca si

numai dacd a;; = 0, [l i <. Exemplu de matrice

46 0 00O
_ []
=07 2 OD

inferior trapezoidala: —

O matrice patratica 4 este diagonala, daca si numai daca

Cll'j:O, [] l¢]

@1 0 0 []

. EO as O%
A:dlag(al,az,---aan)zgn . .- (8)

0 )

Daca la o matrice diagonald elementele de pe diagonala

principala au valoare unitard, atunci ea este matricea unitate:

[]
D 0 10

Matrice tridiagonala:
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@11 Cllz 0 O O O O D
] []
ﬁl21 6122 a23 0 0 0 O D
0 a a a 0 0 0 0O
A= 32 433 34 7
7 -
%0 0 0 0 "t Ap1n-2 Ap-1n-1 Yn-1n E
EO 0 0 U 0 Ay n-1 ahn B
(10)
Matrice Hessemberg:
%111 app a3zt Aypop Ay, U
f§f21 Az dpz = dpu-1 Ao p[]
= %0 dzp A3z 0 A3, A3, %
0% 0 ag e agun aguQ (11)
[] []
DO 0 o - App-1 Apn 0
Matrice bloc diagonala:
e, 0L
oo, []
= (12)
0 4,5

cu blocurile 4, ..., 4, — matrice patratice, nu neaparat de

acelasi ordin.
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O matrice patratica 4 este diagonal dominantd, daca si

numai daca 2| > j%fi ajl, i =Ln pxemplu de matrice
+5 1 20
[] []
A==1 6 -3
diagonal dominanta: = U U,
H4 1 79

O matrice patratica 4 este ortogonald, daca s1 numai
daci A = A", adica AIA™=1.

O matrice patratica A este hermitiand, daca si numai
daci 4 =(A)". Orice matrice reald simetricd este hermitian.

O matrice reald patratica 4 este singulara, daca si numai
daca det 4 = 0; in cazul det 4 # 0, matricea 4 este
nesingulara.

1. Definirea si proprietatile inversei
Se considera matricea patratica reala nesingulard 4 de ordinul
n. Matricea inversd 4™ a matricei 4 se defineste ca fiind acea
matrice (patratica reald de ordinul n) care satisface:
AU '=4"H=1, (1.1)
in care / este matricea unitate de ordinul 7.

A se poate exprima:
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_ 1 N
A7 = o
- det 4 — > (1.2)

det A — numar real nenul, numit determinantul matricei A4 si
A" — matricea adjuncti. 4" este transpusa matricei obtinute
prin inlocuirea elementelor lui 4 cu complementii lor
algebrici (cofactorii lor); cofactorul lui a; (ij=1n) este
minorul inmultit cu (1) ™.

(1.2) O modalitate de calcul al inversei, care este greu

algoritmizabila si, in plus, necesitd un volum mare de

calcule.
o 1 10
[]
= 2 3
Exemplu: Fie — g U Sa se calculeze 47
H 3 o

Solutie: Se analizeaza dacd A este inversabila:

111 1 00
detA=|l 2 3 detA=l 1 2 dmA:r 1
13 6 1 25 23

= detA=1#0 [ A4 esteinversabila.

Transpusa matricei 4:
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O 1 10
T _ []
=425
H 3 64
Matricea adjuncta:
D‘z 3‘ ‘1 3‘ ‘1 2‘5
] - ]
03 6 16 [ 3
T D‘l 1‘ ‘1 1‘ ‘1 1‘5 3
A =[T - ] + _ [
0 3 6/ |1 6 1 3D, A _D3
Ol 1 1 11 |1 110 H1
do 3l 3 h 2/ H
[ [
03 -3 10
-1 _ [ ]
Alt=53 5 -2
Se aplica relatia (1.2) O — U U,
Hl -2 1(

Proprietati ale operatiei de inversare:

1

det(47) =
45 det 4 >

AB) =B

—_— b

4 H=u4H,

-3 10
N
5 -2p
-2 10
(1.3)
(1.4)

(1.5)



