CALCULUL NUMERIC AL VALORILOR PROPRII SI
AL VECTORILOR PROPRII

A — matrice patratica de ordinul “n” cu elemente reale.
AUC — valoare proprie a matricei 4 daci JXOR", x #0:
Ax=Ax ; (1)

X — yector propriu al matricei 4 asociat valorii A .
(1) « (A-ADx=0,]1—matricea unitate de ordinul “n”. (2)

Scriere sub forma dezvoltata a relatiei (2):

%111 -\ a,6 .. a % %’Cl B [0 O

0 %, 4 A a,, D[gz [ Ep E

% B D”% %E — sistem liniar si
5% 4, - 4,72g&,B 000

omogen. (3)

Solutii nebanale = 4 sa aiba valori proprii si vectori

proprii < determinantul sistemului sa fie nul:

det(ﬁ—/\l):P(/\):cl/\"+c AN+ +c A +c =0 (4)

2 n+1
Ecuatia (4) — ecuatia caracteristici a matricei 4 ; functia

polinomiala £, (A) — polinomul caracteristic al matricei 4.
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Observatie: In (4) se cunoaste valoarea coeficientului

dominant, ¢ = (- 1)” . Alta forma practica a ecuatiel
caracteristice §i, corespunzator, a polinomului caracteristic —
prin inmultirea relatiei (4) cu (—1)" [

_ ' _ ' n ' n—1 ' ' B
detAL - 4)=P ()= A +e T He A 4 =0, (5

'

in care ¢, =1,

Ansamblul valorilor proprii ale matricei 4 — spectrul

matricei 4: 9(4) :{/\1,/\2,...,/\3 ; (6)

numarul:

p(A) = max | & (7)
MOA

se numeste raza spectrald a lui 4.

€C_.%

A are “n” vectori proprii liniar independenti — simpla
sau nedefectiva; in caz contrar — defectiva. O matrice simpla

are toate valorile proprii simple.

Doud matrice patratice de ordinul “n” 4 si B sunt

asemenea sau similare daca exista o a treia matrice patratica

de ordinul “n” nesingulard S astfel incat:

B=S'AS. (8)
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Notatie: 4 ~ B ; (8) — transformare de similaritate.
Teorema 1: Doud matrice asemenea au acelasi polinom

caracteristic.

Demonstratie: Fie A si B astfel incat A ~B [

(8)
det(B - A1) = detFS ™' AS ~AS™' IS H=det ™' (4 - AL)S 5=
= det@_ : E]iet(ﬁ - A[) Edet(g) = det@" lgﬁjiet(ﬁ - /\1) =
= detQ) [det(ﬁ —/\l) = det(ﬁ —/\l)
Consecinta: Doud matrice asemenea au aceleasi valori
proprii.

Teorema 2: Daca 4 este simplid [ este asemenea cu

matricea diagonald A = diag(A ,A ,...,A ).
A=S'AS, ©)
unde S are pe coloane cei “n” vectori proprii:
=y, x, ox) (10)
Demonstratie: X1, Xy, ..., X, sunt valori proprii [

|_Ax Ax. ... AxJ |_/\x /\x e Ax | -

21 =2

—1 =2

2

/\
o A[x X, ... gn]— XX, .. ]déo
5 0
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= AS=SA.

Inmultire la dreapta cu S O (9).

Relatia (9) foloseste calculului valorilor proprii cand se
CUnosc vectorii proprii.

Observatie: Pentru o matrice (superior sau inferior)
triunghiulara sau diagonalda valorile proprii sunt chiar
elementele diagonalei principale.

Teorema 3: Daca b, (A) — polinomul caracteristic (4) al
matricei 4 0 identitatea lui Cayley-Hamilton:

P,A)=c A" +c, A" + v, A+, 1=0 (11)
adica polinomul caracteristic al unei matrice este polinomul
anulant al ei.

Metodele de determinare a valorilor proprii se
categorisesc:

- dupd numarul valorilor proprii determinate:

o metode globale — determind toate cele “n” valori proprii si
toti cei “n” vectori proprii,

o metode partiale — determind numai anumite valori proprii si
vectorii proprii aferenti;

- dupad natura algoritmului de calcul:
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a metode directe — determind explicit polinomul caracteristic
si calculeaza wvalorile proprii prin rezolvarea ecuatiei
caracteristice (4),

o metode indirecte sau iterative — evita rezolvarea ecuatiei
caracteristice (4) determinand valorile proprii prin procedee
de aproximatii succesive bazate pe transformari de
similaritate.

1. Metode globale directe

Determina toate valorile proprii ale matricei 4 prin obtinerea
explicita a ecuatiei caracteristice (4), care poate fi rezolvata

apoi cu unul din algoritmii din capitolul urmator. Dupa

determinarea valorii proprii A; se parcurg etapele pentru
determinarea vectorului propriu X; :

(a) Se inlocuieste A, in sistemul (3) — liniar si omogen, de
ordinul “n”, cu matricea coeficientilor singulara.

(b) Se fixeaza arbitrar valoarea unei variabile (de regula,
x;=1).

(c) Se inlocuieste valoarea fixatd in sistemul de la (a) si se

renunta la ecuatia corespunzatoare valorii proprii respective,

A,

I
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(d) Se rezolva sistemul liniar de ordinul “n—1" de la punctul
(c) aplicand una din metodele din capitolul anterior.

Metoda globala — metoda Leverrier, bazata pe notiunea

de urmi a unei matrice 2 bile. i=ln definita:

tr(B) = Z b (1.1)

i=1

Algoritmul metodei Leverrier — etape:

(I) Determinarea coeficientilor ¢;, i =1,rn+1 ai polinomului
caracteristic (4). Se parcurg etapele 1)...3):

1) Se fixeaza pentru primul coeficient valoarea ¢; =1,

2) Se initializeaza matricea ajutatoare B sub forma:

1 _ 1.] _
E _I-blji,jzl, _4 (1.2)
(indicele superior — pasul curent de calcul) si se determina

valoarea coeficientului ¢, :
¢, ==3b (1.3)

3) La un pas oarecare k =2,n se determind valoarea curenta a
matricei B:

B =4l +c,1) (1.4)
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s1 apoi se calculeaza valoarea coeficientului €y, :

= —— k..
o T 2l (1.5)

(II) Calculul valorilor proprii prin rezolvarea ecuatiei
caracteristice (4).

(IIT) Determinarea vectorilor proprii corespunzatori valorilor
proprii de la etapa II) prin parcurgerea etapelor (a) ... (d)
specificate anterior.

Exemplu: Sa se calculeze cu metoda Leverrier valorile

a1 30

o . . . A4=0 5 10
propri1 1 vectoril propri pentru matricea % | 1% :

Solutie: Se parcurg etapele (I) ... (IIT) ale algoritmului:
M 1 «a=1

¢, =—(1+5+1)=-7

3) Pasul k=2. Se aplica (1.4) si (1.5) U
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1 3 37 0 o0 a1 30+e 1 30
52:4@1+021)=4 5 1k0Oo -7 o0 :E s -2 1 0=
11

11 Ho o -7

04 2 -1401
=02 -3

2 O
%14 2 4%

¢ :—%(4—8+4):0.

3

Pasul k=3. Se aplica din nou (1.4) si (1.5) [

0 1 3004 2 -140 [F36 0
§3:4(§2+c3£):5 s 10002 -g8 20=00 -36

H 1 1HH1 2 4H Ho o

c =—%(—36—36—36)=36.

4

0 [
o U
—36%

(IT) S-a obtinut ecuatia caracteristica:

P,(A)=X -7X° +36=0 cu solutiile: A =72,4 =3,A =6,

1—)\)x1 +x2 +3x3 =0
- X +(5-A)x +x =0
(IIT) Sistemul (3) are expresia: %31 2 73

X +x +(1—)\)x3 =0

Se calculeaza vectorul propriu X, corespunzator valorii

proprii /\1 =2 Se fixeazi X o= I se renunti la prima ecuatie

@xz + X, =-1
si se fac Inlocuirile in celelalte [ gx +3x =-3.

2 3
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Se rezolva sistemul [J ¥ = L, X~ 0 O primul vector propriu:

x, = Lo U

aglal

Urmeazd X,. Se fixeazd * :1, se renuntd la a doua

ecuatic din sistem, se fac inlocuirile in celelalte [

sz +3x3 =2
@c -2x =-3.
2 3

NN

X :|:I—1|:|

Se rezolva sistemul I ¥ = -1, X, =10 = El E

In final, se calculeazi vectorul propriu X; corespunzitor

valorii proprii A3 =6 Se fixeaza X = 1 se renunti la a treia

ecuatie si se fac 1inlocuirile 1n primele doud [J
Hx +3x =5

2 3
E—x +x =-1.
2 3

Se rezolva sistemul [] x =2, * =1 0O al treilea vector

N

propriu, =3 = -
2l
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2. Metode de localizare a valorilor proprii. Aplicatii la
analiza stabilitatii sistemelor dinamice liniare
Se considerd o matrice patratica reald 4 de ordinul “n”. Se
pune problema localizarii tuturor celor “n” valori proprii ale
acestei matrice fara a le calcula in mod distinct.

Aplicatie: analiza stabilitatii sistemelor dinamice liniare
la care 4 este matricea sistemului 0 suficientd determinarea
unor domenii ale planului complex unde se gasesc cu
siguranta toate valorile proprii ale matricei 4 .

Metoda bazatd pe discurile lui Gerschgorin

Doua tipuri de discuri:

L, :{/\ DC‘ ‘A—aii Sli},i=1,n, (2.1)
L= 3 e (2.2)
j=1Lj#i

(interiorul cercului cu centrul in elementul diagonal ¢, si de

raza ll.);
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CJ:@\DC‘/\—CZ]] Sl”jﬁ,jzl,n’ (2.3)
r :i:1§¢jaij (2.4)

Fiecare valoare proprie a matricii 4 se afld in cel putin

unul din discurile Z; si in cel putin unul din discurile C; .

Notatii: L= .UlLi , C= .UICJ , (2.5)
i = Jj=
[ rezultatul esential: O (A) OLNC ; (2.6)

egalitatea are loc numai pentru matrice diagonale (pentru care
razele discurilor sunt nule) !

Exemplu: Utilizand metoda discurilor lui Gerschgorin,
sa se determine un domeniu al planului complex in care se

afla valorile proprii ale matrice1 din exemplul anterior:

1 30
A=0 5 10

31

Solutie: Discurile au urmatoarele expresii conform

relatiilor (2.1) ... (2.4):
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L={och-1s1+3=4,
L, ={/\ Dc/\—s\s1+1=2},
L=Podr-1|s3+1=4=1,,
c ={hogn-1<1+3=4=1,,
C, ={poca-s/<1+1=9=1,,
C, :{A Dc\/\—1\s3+1:A}:L3.

Domeniul cerut se afla in interiorul zonelor hasurate:

Aplicatie a metodelor de localizare: metodele de analiza

a stabilitatii sistemelor dinamice liniare cu timp continuu la

care matricea sistemului este 4. Oferd conditii necesare si

suficiente pentru ca toate valorile proprii ale lui 4 si fie

situate strict in semiplanul complex stang (sa aiba partea

reald strici negativd) — zona hasurata:
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1 It

AN

Criteriul de stabilitate Routh
Se 1incepe cu calculul polinomului caracteristic al

matricei 4 :

H@A)=detAf-4)=a X" +a N '+lvadta (27

-1

(necesar ca a,>0 — esential !).

[k +20
Construirea schemei Routh, cu, “n+1” linii si E 5 %

coloane. Primele doud linii se completeaza cu coeficientii lui

H(A), iar restul schemei pe baza formulelor:

i SRR (2.8)

7

i+1,j =7

i-1,j+1 i'i,j+1> 1= a”;j=1,2,.... (29)
Coeficientii de pe coloana 1 — esentiali — coeficienti

Routh. Schema Routh:
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. . (b +20
) (1) (2) o (J) (rl) e gE
Iy=
(1) - I'1= an I Iy j+1 eee Ao sau 0
dn-2
=
(2) b2 I'21= an- rz,j I'z,j—i-l ... 0 sau dp
adn-3
3) bs I3 I3 eee T3 I3 5+1
o0 +
(=1) | b |1y Ti12 oo Tigj [Tiopjnl
(1) b; Ii1 Ii2 eee Tjj Iij+1
(1+1) | by | Tirn Tit12 oo | Tit1j | Tiv1j+1
rn,Z(:
(Il) bn I.n,l
0)
(n+1) [ bpyy | Thern

Enuntul criteriului Routh: sistemul dinamic liniar cu

timp continuu cu matricea sistemului 4 este stabil (toate

valorile proprii au partea reald strict negativa) daca si numai

daca toti coeficientii Routh sunt strict pozitivi.

Avantaje: 1. Pentru valori mari ale lui “n”.
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2. Dacd elementele matricei 4 depind de anumiti
parametri, se pot determina conditii pe care trebuie sa le
satisfacd acesti parametri pentru ca sistemul sa fie stabil.

Exemplu: Sa se determine conditiile pe care trebuie sa le

dJo 2 o[
. - ITPKT) 1 A = D_l 1 _3[|
satisfaca parametrul “a” pentru ca matricea: — %_ {1 - 2%

sd aiba toate valorile proprii cu partile reale strict negative.
Solutie: Particularizare in cazul n = 3. Polinomul
caracteristic al matrice1 A4:

A -2 0

_ A ) _,A-1 3 - N
u(}\)—det(}\g 4)— 1 A-1 3 A 1 oaed T aeo
—a+l -1 A+2
=A(/\2 +A +1)+2(}\ +2+3a-3)= X + X +3) +6a-2.
[I coeficientii: a;=1, a,=1, a;=3, ap=6a—2.
Schema Routh:
(0) (1) (2)
(1) L n =1 3
(2) b2 :1 =1 3 =1 63—2
1
3) oo ] ry =3=1(6a-2)=5-6a| ()
 5-6a
4) v, =6a-2- _16am=e
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Oy, >0 [F-6a>0 HL S H
el - 0 alH,—
[0 conditiile: 0 50 %a_2>o B 6]

Aplicatie a metodelor de localizare: metodele de analiza
a stabilitatii sistemelor dinamice liniare cu timp discret la

care matricea sistemului este 4. Oferd conditiile si suficiente

pentru ca toate valorile proprii ale lui 4 si fie situate strict

in interiorul discului centrat in origine si de raza unitate

(sa aiba modulul subunitar) — zona hasurata:

(2.10)

Criteriul de stabilitate bazat pe sirul puterilor matricei
B sistemul dinamic liniar cu timp discret cu matricea

sistemului 4 este stabil (are toate valorile proprii de modul

subunitar) — B' - 0 pentru k - . (2.11)
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Practic: ridicarea matricei B la putere astfel incat fiecare

matrice sa fie patratul celei precedente:

F-Qwo O — g = g2 g =
B % g B” =B" B (2.12)

Pentru ca sistemul sa fie stabil este suficient sa existe

roON"astfel incat:
p® < 1 =]
| ij |— ;9 L] —Ln (213)

[1 calculele se intrerup atunci cand este satisfacuta (2.13).

[Fos8 32 []
B4 -25-

Exemplu: Sa se verifice daca matricea:

are toate valorile proprii de modul subunitar.
Solutie: Particularizare (2.10), (2.12) s1 (2.13) pentru n=2
., 18 320 T [F18 -04[]
A-1= Ho4 -35H> (4-1)" = B2 -3585

det(ﬁ —[) =63+128=758 ; (_ )+ 50345 :fzé,

[+0.462 -0.422[]

-1 _ 1 A L '
(4—1) —mt(é l) - Ho.053  -0238H>

§=1+2(4—1)'1 0LJ [+0924 -03844[]_[50.076 -0.844[]

= = _@) 1@ Ho.106 —0.476@ Ho.106  -0.524H-

Nu este verificati (2.13) [ este nevoie de calculul lui B
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g2 = 30076 -0844 0.076 —0.844[] [F0.083 —0.506[]
= Ho.a06 -0524HHo.106 -0.524H Ho.064 -0.186-

Nu este verificati (2.13) O va fi calculati B":

B' =B’ (B

2 _ [F0.083 -0.506 0.083 -0.506[] [F0.025 -0.052[]
= Hooe4 -o0.186HHo

064 -0.186H Ho.007 -0.0035

(2.13) este verificata [ toate valorile proprii au modulul
subunitar.

3. Metode partiale iterative

Utilizate in situatiile in care nu se cer toate valorile
proprii ale unei matrice c¢i numai unele dintre acestea si nici
nu se determina polinomul caracteristic.

Valoare proprie dominanta (principald) a unei matrice —
cea care are modulul maxim. Pentru calculul valorii proprii
dominante, al vectorului propriu asociat acesteia si al
razei spectrale: variantd a metodei puterii directe (a lui
Rayleigh) sau metodei puterii sau metodei iterative directe.

Fie vectorul u’ — o primd iteratie a solutiei reprezentand
vectorul propriu corespunzitor valorii proprii dominante. u’
este o combinatie liniard necunoscutda (de coeficienti «;) a
vectorilor proprii X; presupusi liniar independenti ai matricei

A:
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n

HOZZOH&- (3.1)
=1
Urmatoarele iteratii se calculeaza pe baza relatiei:

u' Ago,u2=Ag1,...,gk=Agk'l,.... (3.2)

Prin substitutii repetate din (3.2) in (3.1) si tinand seama de:
Axi=Axi,1=1...n, (3.3)
[] expresia vectorului propriu corespunzator valorii proprii

dominante la iteratia k:

n
u =M for X+ X o (WA xi ] (34)
1=2

Presupunere: valorile proprii ale matricei A sunt
ordonate astfel incat sa verifice (eventual, o permutare):
> > > A, (3.5)
[I pentru un numar suficient de iteratii (pentru un k suficient
de mare) raportul (1/2.;)" va converge cditre zero 0 suma din
(3.4) va converge catre zero [
gk — Mo X = pk X;, Cu pk = a. (3.6)

0 u” proportional cux; si  (p*/p<') — A . (3.7)
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[] raza spectrala: p(A)=|A;|. (3.8)
Implementare: dupa fiecare iteratie se executd normarea
vectorului u* prin impértire cu elementul de modul maxim OJ
vi=Au*, v = [I/max(v")]v*,k=0,1,2, ..., (3.9)
cu max(v*) — elementul de modul maxim al vectorului v*.
Algoritmul — parcurgerea repetata a relatiilor (3.9) pana
la atingerea convergentei, adica pand cand este satisfacuta
conditia de terminare a procesului iterativ de calcul:
max {[u*" —u} <e, j=1...n, (3.10)
]
cu eroarea € > 0 prestabilita.
Odati satisfacutd (3.10), max(v") va fi valoarea proprie
dominanta / principala iar modulul sau va fi raza spectrala.
Algoritmul metodei puterii directe — etape:
1) Se initializeaza x; cu u’ (arbitrar ales):
x| =u*, (3.11)
(indicele superior — numarul iteratiei curente).
2) La un pas oarecare k al procesului iterativ de calcul, k =

.o o - k-
0, 1, 2, ... , se determina valoarea curentd a vectorului v si

: kt1 -
noua valoare a vectorului x;, u” ', aplicand (3.9).
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3) Calculul este considerat terminat atunci cand se
stabilizeaza vectorul propriu x;, adicad este verificatd conditia
(3.10) de terminare a procesului iterativ de calcul.

4) Valoarea proprie principald se determina ca egald cu
ultimul factor de normare:

A = max(v") , (3.12)
vectorul propriu corespunzitor este ultimul vector u*™":

x, =u"" (3.13)

= = b

1ar raza spectrala se obtine aplicand formula (3.8):

P(A) =[] (3.8)
Remarca: Viteza de convergentd a algoritmului este cu

atat mai mare cu cat rapoartele Ai/A;, 1 =2 ... n sunt mai mici.

Algoritmul este eficient in cazul matricelor nesimetrice.



