REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR SI
SISTEMELOR DE ECUATII DIFERENTIALE
ORDINARE

1. Aspecte introductive

Studiul comportamentului dinamic al sistemelor fizice —
modele matematice sub forma ecuatiilor sau sistemelor de
ecuatii diferentiale ordinare, liniare sau neliniare. Insd uneori
nu se cunosc expresiile functiilor care definesc derivatele, iar
alteori aceste expresii sunt complicate — nu pot fi rezolvate
pe cale analitica, prin metode clasice.

De ordinul intdi ! Cu generalizari la sisteme si ordin
superior.

Problema de rezolvare a unei ecuatii diferentiale de
ordinul intai:

d
d_i:f(x,y)’f:[a’b]XI_)R’ [a,b],]DR,aZXo, (1.1)

dy . NP
(se noteaza y’ = e 01— interval) , cu conditia initiala:
Yo = Y(X,) . (1.2)
Se cere sd se determine expresia functiei y(x) care verifica

relatiile (1.1) si (1.2) — problema de tip Cauchy.
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Forma implicita a ecuatiei diferentiale ordinare (1.1):
F(x,y,y)=0,F: la,b]x1, x1, -~ R, [a,b],1,,1, OR | (1.3)
cu I, si I, — intervale.

Se presupune cd s-a efectuat in prealabil un studiu al
problemei enuntate, constatindu-se existenta si unicitatea
solutiei. In continuare, pentru determinarea aproximativi a
solutiei se poate proceda in douda moduri:

a) se cautd o functie z(x) care sd aproximeze cat mai bine pe

y(x) pentru x[] [a,b] = rezolvare aproximativa analitica,

b) metoda numerica propriu-zisa — se determind valorile

Vi, Y2, ..., Yo Care sa aproximeze cat mai bine valorile

exacte y(x;), y(x2), ..., y(X,), ale lui y(x) pentru x[J [a,b]

daca punctele x;, x,, ..., XnD[a,b] sunt considerate
echidistante:

Xi1 —Xi=h, 1=0...n-1, (1.4)
cu h — pasul de discretizare (de integrare) si capetele
intervalului caruia 1i apartine variabila independenta x

sunt: Xo = a, X, = b.
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Doar de tip b) ! — determinarea valorilor aproximative yj,
Y2, .....yn s€ va face folosind relatii de tip (1.5):
yi=yia thegxy,h),1=1...n, j=1...1-1. (1.5)
Categorii de metode de integrare numerica dupa
numarul de puncte utilizate anterior punctului curent (X;,y;):
1) metode monopas (cu pasi separati) — la determinarea
lui y; utilizeaza informatiile referitoare numai la un
singur punct anterior, corespunzator lui x;_;
2) metodele multipas (cu pasi legati) — la determinarea lui
y; utilizeaza informatiile referitoare la mai multe puncte
anterioare, corespunzatoare lui X1, X, ... .

Abele categorii pot utiliza:



4 Rezolvarea numericd a ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale ordinare

- algoritmi expliciti (directi) — punctul curent nu apare in
expresia functiei g;
- algoritmi impliciti (iterativi, de tip predictor-corector) —

punctul curent apare in expresia lui g.

2. Metode monopas pentru ecuatii diferentiale
Trasatura  caracteristica: la  calculul  valorilor
aproximative y;, 1 =1 ... n se folosesc numai informatiile din
punctul anterior (x;.1, yi.1), cu (1.5) particularizata:
Vi =Vi1 thgXi, yi,h), 1=1...n. (2.1)
Metodele se diferentiaza intre ele prin forma functiei g,
dar toate sunt bazate pe dezvoltarea in serie Taylor in

vecinatatea lui x;:
h h’
D= ) )T () (2.2)
s1 retinerea unui anumit numar de termeni din (2.2).
Algoritmii expliciti determina valorile y;, 1=1 ... n prin
efectuarea unui numar finit de operatii aritmetice elementare

aplicand direct o relatie de tip (2.1).
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Algortimi  predictor-corector determinda valorile yj,
i=1...n printr-un proces de calcul iterativ cu convergenta
teoretic infinitd, dar practic finita — etpe:

a) se initializeaza valoarea lui y;:
yi© = Yi1 + hgy(Xit, yit, h) ; (2.3)
b) la un pas oarecare k = 1, 2, 3, ... al procesului iterativ de

calcul se determina noua valoare a lui y;:

yik = Via +h@c(xi—lﬂyi—ﬂxi’yik_l’h) ; (2.4)
c) calculul este terminat cand y; a fost determinat cu o

precizie impusa / dorita:

iy <, (2.5)

cu eroarea € > 0 prestabilita.

Relatia (2.3), aplicatd o singura datda = formula de
predictie (predictor); relatia (11.2.4), aplicata in mod repetat
pana la atingerea preciziei dorite = formula de corectie

(corector).

Metodele de tip Euler
Trasatura caracteristica: metode monopas cu algoritm
explicit la care din dezvoltarea in serie Taylor (2.2) se retin

numai primii doi termeni:
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Yi=Yi1 thy’ig. (2.6)
— pentru versiunea clasica a metodei Euler:
Yi = ¥ia T hef(Xig, yia) (2.7)

Algoritm de rezolvare: pornind de la conditia initiala
(1.2), se aplica succesiv (2.7) pentru1 =1 ... n rezultand toate

valorile cautate (ilustrare pentru 1= 0).

v 4
Panta =y
= fix / * Eroarea
y == ﬂe trunchietre
)
iy i
—-i——
! -

Exemplu: Se considera ecuati diferentiala ordinara:
y’ =1(X,y) =y —x+ 2, cuconditia initiala:
Yo =y(X0) =y(0)=0.
Sa se rezolve numeric pentru x[] [0,1], cu pasul de discretizare
h=0.1 (n=10) utilizand versiunea clasica a metodei Euler.

Solutie: Se particularizeaza relatiile (1.4), (2.6) si (2.7)
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Jo = f(x9,¥0) = f(0,0)=0-0+2=2;
X, =0+h=0+0.1=0.1;
Y=y, thf, =0+0.1[2=0.2;
£ = f(x, )= £(0.1,02)=02-0.1+2 =2.1;
X, =x, +h=0.1+0.1=0.2;
v, =y, +hf;, =02+0.112.1=0.41;
f=f(x,,y,)=7(02,04)=041-02+2=2.21;
X, =x, +h=02+0.1=0.3;
y, =y, +hf, =0.41+0.112.21 = 0.631;
fi = f(x3,95) = £(0.3,0.631) = 0.631-0.3+2=2331  ___.
Exercitiu: calcule pentru 1 = 4 ... 10 si rezolvare in
cazurile h=0.05 (n=20) si h=0.025 (n=40).
Avantaj: simpld; dezavantaj: putin precisa —
recomandata doar in cazul rezolvarilor rapide aproximative.
Versiunea Cauchy a metodei Euler
Avantaj: imbunatatirea preciziei si stabilitdtii numerice;
dezavantaj: cresterea volumului de calcule.

Trasatura caracteristica: inlocuirea relatiei (2.7):

Y, =y, th Qf[xi_l +0.54,y,, +0.5h L (x,y, vy )] ) (2.8)
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adicd y’ nu se mai aproximeaza pe intervalul lxi_l,xiJ cu
valoarea de la inceputul intervalului, ci cu o aproximatie a
valorii de la mijlocul acestui interval,

Exemplu: Sa se rezolve ecuatia diferentiald din cadrul
exemplului anterior in aceleasi conditii cu versiunea Cauchy a
metodei Euler.

Solutie: Se obtin succesiv urmatoarele rezultate:

Jo = f(x0,¥0) = f(0,0)=0-0+2=2;

X, =0+h=0+0.1=0.1;

£(0+0.51,0+054f,) = £(0+0.500.1,0+0.50.12) = 2.05;
y, = y, +h[2.05=0+0.12.05 = 0.205;

£, = f(x,,,) = £(0.1,0.205) = 0.205-0.1+2 = 2.105;

X, =x, +h=0.1+0.1=0.2;

F(x, +0.5h,y, +0.5hf,) = £(0.1+0.50.1,0.205+0.5 [0.1[2.105) = 2.1602 ;
y, =y, +h[2.1602 =0.205 +0.1[2.1602 = 0.421.

Exercitiu: calcule pentru 1 = 3 ... 10 s1 rezolvarea
exemplului in cazurile h=0.05 si h=0.025.
Dezavantaje ale metodelor de tip Euler:
1) Numar mare de calcule in situatia in care intervalul [a, b]
este relativ larg deoarece este nevoie de un numar foarte

mare de pasi de discretizare pentru a acoperi intervalul.
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2) Erorile facute la fiecare pas (figura !) se pot acumula si

propaga imprevizibil !

Metodele de tip Runge-Kutta

Sunt metode monopas cu algoritm explicit.

Avantaj: asigurd imbunatdtirea In continuare a preciziei
s1 a erorii de trunchiere pe un pas de integrare.

Trasatura caracteristica: pentru reducerea erorii, la
determinarea lui y;, 1 = 1, 2, ..., n se calculeaza valorile lui
f(x,y) intr-un numar de puncte intermediare ale
intervalului [x;, X;], acest numar de puncte fiind legat direct
de ordinul p al metodei.

Forma generala a metodelor de tip Runge-Kutta:

ki =h-f(Xi1, Vii1) , (2.9)
j-1
ki = h-f(xi.; + hby, yig + Y Ciuk) » j=2 ... D, (2.10)
m=1
p
Vi =Yi1 T 2 amknm - (2.11)
m=1

Determinarea coeficientilor a,, m=1 ... p, b, j=2 ... p

sicim, m=1...)-1,J=2 ... p se face prin dezvoltare in serie
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Taylor a ambilor membri ai relatiei (2.11) si identificarea
coeficientilor expresiilor obtinute.

Exemplu: metoda Runge-Kutta de ordinul 4 — algoritm
bazat pe utilizarea relatiilor (2.12) ... (2.16), prezentate in

ordinea de efectuare a calculelor:

ki = f (x5 ¥)5 (2.12)

k,=f(x_ +0.5h,y,_, +05nLk)), (2.13)

ky, = f(x,_, +0.5h, y._, +0.5h[k,), (2.14)

k, = f(x,, +0.5h, y._, +0.5h[k;), (2.15)
h

Yi=Yia +g(k1 + 2k, +2ky +ky). (2.16)

Alte variante de metode de tip Runge-Kutta cu
proprietdti avantajoase: Runge-Kutta-Merson, Ralston -

Runge-Kutta si Butcher-Runge-Kutta.

Adaptarea marimii pasului de integrare

In subdomenii ale intervalului [a, b] in care functia are
variatii line — poate fi utilizat un pas relativ mare. Daca insa,
exista subdomenii in care au loc variatii rapide ale lui y pentru
variatii relativ mici ale lui x — este necesar un pas mic. Dar:

existd functii pentru care pot fi prezente ambele tipuri de
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subdomenii mentionate; pentru acestea: in locul utilizarii unui
pas de integrare mic pe intreg intervalul [a, b] este preferata o
solutie mai eficientda, de adaptare automatd a marimii pasului
de integrare in functie de valoarea gradientului functiei

necunoscute, y’(x).

3. Metode multipas pentru ecuatii diferentiale

Se considera din nou ecuatia diferentiald de ordinul intai
(1.1) cu conditia initiala (1.2) si se cere sa se rezolve aceasta
ecuatia, adica sda se determine expresia functiei y(x) care
verifica (1.1) si (1.2). Se pune problema rezolvarii ecuatiei
mentionate printr-o metodd numerica propriu-zisa, adica se
cere sa se determine valorile yy, y», ..., y, care sd aproximeze
cat mai bine valorile exacte y(x;), y(x2), ..., y(X4), ale lui y(x)
pentru XD[a,b] dacad punctele x;, X», ..., XnD[a,b] sunt
considerate echidistante cu pasul de integrare h (vezi (1.4)).

Trasatura  caracteristica: la  calculul  valorilor
aproximative y;, 1 = 1 ... n se folosesc, spre deosebire de
cazul metodelor monopas, informatiile din mai multe
puncte anterioare punctului curent (x; Yy;), relatia (1.5)

obtinand forma particulara (3.1):



12 Rezolvarea numerica a ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale ordinare

Vi=Viath g(Xir, Vi - -5 Xi2, Vie2» Xic1, Vi, h),i=1...n,  (3.1)

cur [N, r>2 —numadrul de puncte anterioare utilizate.
Metodele se diferentiaza intre ele prin forma functiei g si

valoarea lui r, dar toate sunt bazate pe utilizarea unor

integrale avand forma (3.2):
Xj

y(xi) — y(xir) =] y’(x) dx, (3.2)

Xix
unde functia y’(x) este aproximatd cu un polinom de
interpolare.

Algoritmii expliciti determina valorile y;, 1=1 ... n prin
efectuarea unui numar finit de operatii aritmetice elementare
aplicand direct o relatie de tip (3.1).

Algortimii predictor-corector determind valorile vy;,
i=1...n printr-un proces de calcul iterativ cu convergenta
teoretic infinitd, dar practic finita — etape:

(a) se initializeaza valoarea lui y;:
Yio =VYi1 T h g (Xix, Vi, -+ Xi2, Yic2> Xicl, Yic1, 1) ; (3.3)
(b) laun pas oarecare k =1, 2, 3, ... al procesului iterativ de

calcul se determina noua valoare a lui y;:

yik - Vi b g (XY, 9xi—29yi—29xi—19yi—19xi9yik_l9h); (3.4)
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(c) calculul este terminat cand y; a fost determinat cu o

precizie impusa / dorita:

vi-v e, (3.5)
cu eroarea € > 0 prestabilita.

Relatia (3.3), aplicatd o singura datd = fomula de
predictie (predictor); relatia (3.4), aplicata in mod repetat pana
la atingerea preciziei dorite = formula de corectie (corector).

Avantaje comparativ cu metodele monopas:

e estimarea erorii de trunchiere este relativ simpla, eroarea de
trunchiere fiind semnificativ mai mica;

e propagarea erorilor este mai redusa, fiind Tmbunatatite
precizia si stabilitatea numerica (se va reveni);

* nu este necesar calculul valorilor functiei f(x, y) in puncte
intermediare suplimentare fata de cele de tip (1.4).

Dezavantajele metodelor multipas fata de cele monopas:

" nu este asiguratad autopornirea deoarece la primii pasi nu
sunt disponibile informatiile din punctele anterioare — se
utilizeaza de regula pentru pornire metode monopas cu
eroare de trunchiere de acelasi ordin de marime;

* modificarea pasului de integrare h (este vorba in primul

rand de reducerea acestuia, efectuata in vederea cresterii
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preciziel) se face relativ dificil, fiind necesare reveniri la
puncte deja determinate sau reporniri cu metode monopas;

= ]a unele variante poate creste volumul de calcule.

Metodele de tip Adams-Bashforth-Moulton
Sunt metode multipas cu algoritm explicit; pentru

metodele de tip Adams-Bashforth-Moulton de ordinul m:

s relatia (3.2) este particularizata pentrur = 1;

s integrandul din (3.2) y’(x) = f(x, y) este aproximat cu un
polinom de interpolare Lagrange P, (x) de gradul m-1,
definit prin intermediul a m perechi de valori:

(xj, f(x3, y3) , j=1m+l,i-m+2, ... ,1. (3.6)

Algoritmul metodei Adams-Bashforth-Moulton de
ordinul m = 4 (de tip predictor-corector) — etape, prin care se
determina succesiv valorile lui y;, 1 = 1 ... n pe baza unor
procese de calcul iterativ:

1) Se initializeazd y; utilizand formula de predictie (de tip
(3.3)):

Vi =i th(55f(xi,yi)-59f(xi0,yi.2) 3 7H(Xi3,¥13)-9f(Xia¥ica))/
124 , (3.7)

unde indicele superior corespunde numarului iteratiei curente.
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2) La un pas oarecare k, k=1, 2, 3, ... al procesului iterativ de
calcul se determind noua valoare a lui y; utilizand formula
de corectie (de tip (3.4)):

Yi =i th(Of(xi,yit ™+ 19f(Xi1,yi1) =58(Xi,yi2) H(X03,¥13))/
124 . (3.8)

3)Calculul este terminat cand y; a fost determinat cu o

precizie impusa / doritd (conditia de tip (3.5)):

yi-yl<e (3.9)

5

cu eroarea € > 0 prestabilita.

Algoritmul este pornit pentru 1 = 4, deci valorile {(xo,yo),
f(x1,y1), f(X2,y2) si f(x3,y3) trebuie cunoscute inainte de
pornire. In practici, aceste valori trebuie obtinute printr-o
procedurda de autopornire similara celor din cazul metodelor

de tip Runge-Kutta.

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare de ordin
superior

Se considera ecuatia diferentiala de ordinul n:

YV =%y, ¥,y Y, (3.10)
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cu x0[a,b], in conditiile initiale (3.11):

Dy(xo):yo

Dv —_

B (x) =)'

Ey”(xo) — J’”o

D--

0 . (3.11)

%1 (x) =y
W, (x) = y(n—Z)
B0 =y
Se introduc notatiile: 3-- : (3.12)

EVIH (x) =)'
B, (x)=y

Prin efectuarea substitutiilor in (3.10), se obtine ca

(n=3)

ecuatia diferentiald de ordinul n (3.10) este echivalentd cu
urmatorul sistem de n ecuatii diferentiale ordinare de ordinul

intai;

(W = f (XY, Vs V1)

H

2~ N

%lﬁ =V

AR | (3.13)

%V;—z = Vu-3

@’;’1—1 = Vi
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Conditiile initiale pentru sistemul (3.13) se obtin din
relatiile (3.11) si (3.12):
%1 (xo ) = y"

[V, (xo ) = y(n—z)o

%’3 (xo ) = y(n_3)0

EV-- o) : (3.14)
-1 )= V'
@/n(XO):yO

Metode de solutionare similare celor de la ecuatii !

4. Aspecte privind stabilitatea numerica si alegerea
metodelor de rezolvare numerica a ecuatiilor
diferentiale

Pentru definirea stabilitatii numerice a unui algoritm este

nevoie mai intdi sa se discute despre analiza conditionarii
problemei asociate algoritmului. Analiza conditionarii unei
probleme = proces matematic relativ complicat, strans legat
de teoria perturbatiilor. O problema este bine conditionata
daca mici variatii in datele problemei provoaca doar mici
variatii in solutie. In caz contrar — problema este riu

conditionata.
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De reguld este studiatd conditionarea problemelor
numerice din cadrul algebrei liniare, obtinandu-se numere de
conditionare, calculabile sau  estimabile. = Analiza
conditiondrii pentru alte probleme — in particular, pentru
rezolvarea numericd a ecuatiilor si sistemelor de ecuatii
diferentiale ordinare — devine insa dificild si necesitd un efort
relativ mare.

In sens restrans, se spune ci un algoritm este numeric
stabil daca nu introduce o sensibilitate mai mare in raport cu
datele decat cea inerenta problemei, adicd nu inrautateste
conditionarea problemei asociate algoritmului. Altfel spus, un
algoritm este numeric stabil dacad rezultatul calculat de acesta
este — sau este apropiat de — solutia exactd a unei mici
perturbatii a problemei initiale.

Daca problema numerica este bine conditionatd —
solutia calculata de un algoritm numeric stabil este apropiata
de solutia exacta. Pentru multi algoritmi — in particular, pentru
cel destinati rezolvarii numerice a ecuatiilor si sistemelor de
ecuatii diferentiale ordinare — stabilitatea numerica poate fi
demonstratd matematic si exprimatda sub forma unor conditii

de stabilitate.
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Observatii cu referire la stabilitatea numerica a
algoritmilor destinati rezolvarii numerice a ecuatiilor
diferentiale ordinare:

1. In cazul metodelor de tip Euler conditia de stabilitate
poate fi exprimata sub forma (4.1):

—2 <h-0f/oy <0, (4.1)

de unde se poate concluziona ca:

A.este necesar ca 0Of/0y < 0 pentru asigurarea stabilitatii
numerice,

B.poate apare instabilitate numerica pentru anumite valori ale
pasului de integrare h.

2. Si in cazul metodelor de tip Runge-Kutta se pot trage
aceleasi concluzii, rezultate din conditia de stabilitate (4.2):

M < h-of/oy <0, (4.2)
in care parametrul M < 0 poate fi estimat si diferd de la o
metoda de tip Runge-Kutta la alta.

Pentru asigurarea stabilitatii numerice se poate proceda la
reducerea valorii pasului de integrare h pana la o valoare
suficient de micd. Insi, metodele de tip Runge-Kutta sunt mai
putin eficiente decat cele de tip predictor-corector datorita

numarului mai mare de evaludri ale functiei la fiecare pas;
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deci, o reducere prea substantiala a valorii lui h determina
cresterea considerabilda a volumului de calcule legate de
evaluarile functiei.

— cel putin din motivul asigurarii stabilitdtii numerice
este nevoie de ajustarea cu grija a pasului de integrare pe
parcursul procesului de solutionare e ecuatiei diferentiale.

3. In cazul metodelor de tip Adams-Bashforth-Moulton
se pot trage concluziile A. si B. de la metodele de tip Euler.
De data aceasta conditia de stabilitate are expresia (4.3):

—1.25 <h-of/oy <0, (4.3)
care este de asemenea utild la estimarea marimii pasului de

integrare h.

Alegerea metoder numerice de integrare a ecuatiilor
diferentiale ordinare este strans legatd de analiza erorilor de
calcul in procesul de rezolvare a ecuatiilor diferentiale
ordinare.

Remember: erorile de calcul pot fi de trei tipuri — erori de
trunchiere, erori de rotunjire si erori de propagare — fiind

importantd analiza efectului fiecarui tip de eroare in parte
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asupra preciziei rezultatelor, scopul fiind evident cel de
reducere a erorilor de calcul.
Erorile de trunchiere depind de metoda numerica
aleasd. Pentru metodele numerice analizate aici, erorile de
trunchiere sunt:
¢ de ordinul de marime al lui h* pentru versiunea clasici a
metodelor de tip Euler si de ordinul de marime al lui h’
pentru versiunea Cauchy a metodelor de tip Euler;

¢ de ordinul de marime al lui h> pentru metodele de tip
Runge-Kutta de ordinul 4;

¢ de ordinul de marime al lui h’ pentru metodele de tip
Adams-Bashforth-Moulton de ordinul 4.

Erorile de rotunjire depind de posibilititile
echipamentului de calcul pe care sunt implementati algoritmii
de rezolvare a metodelor numerice. Aceste erori pot fi
diminuate daca se utilizeaza modul de lucru in dubla precizie.
Cu toate acestea, erorile de rotunjire cresc pe masura cresterii
numadrului de pasi de integrare datoritd propagarii erorilor de

la un pas la altul.
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Erorile de propagare: efectul lor este simtit mai ales la
metodele de tip predictor-corector. Este important sa fie
utilizate numai metode numeric stabile, la care erorile nu se
propaga in mod imprevizibil sau chiar nemarginit.

Pentru reducerea erorilor de trunchiere este recomandata
micsorarea pasului de integrare, insa aceasta conduce la
cresterea erorii de rotunjire. Pe de altd parte, micsorarea
pasului de integrare conduce la cresterea numarului de pasi,
cu consecinta imediatd a cresterii timpului de calcul. Deci,
trebuie cautata — ca o solutie de compromis — acea valoare a
pasului de integrare pentru care erorile de calcul (“suma”

celor trei tipuri de erori mentionate) sa fie cat mai mici.

Tinand seama legdtura dintre marimea pasului de
integrare si cea a erorilor de calcul, alegerea unei anumite
metode de rezolvare numerica a ecuatiilor diferentiale
ordinare reprezintd o problemd relativ complexa -

recomandari:
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» Daca se cer rezolvari rapide — se poate alege o metoda
simpld, de tip Euler, cu un pas de integrare relativ mic, dar
cu o valoare absoluta mult superioara celui mai mic numar
posibil a fi reprezentat in echipamentul de calcul.

» Daca se cer rezolvari precise fara a fi important timpul de
calcul — se poate alege metoda Runge-Kutta de ordinul 4
datorita avantajelor legate de autopornire.

» Daca se cer rezolvari precise fara modificari semnificative
ale pasului de integrare — se poate alege metoda Adams-
Bashforth-Moulton de ordinul 4 datorita avantajelor legate
de stabilitate numerica.

» La toate metodele numerice utilizate este necesara analiza
stabilitatii numerice deoarece toate trebuie sa fie numeric
stabile. Daca aceasta nu poate fi efectuatd teoretic —

trebuie testata in functie de aplicatie.

+ experienta utilizatorului !

+ analiza aplicatiei !



	Metodele de tip Euler
	Metodele de tip Runge-Kutta
	Metodele de tip Adams-Bashforth-Moulton

