REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR SI
SISTEMELOR DE ECUATII ALGEBRICE NELINIARE

Forma generala a ecuatiei:
f(x)=0, (1)
cuf:7/0R - R.In particular, f — polinom / adus la o forma
polinomiala, dar si ecuatiile transcendente.

Rezolvarea ecuatiei (1) = gasirea zerourilor functiei f,
adica a valorilor x = ¢ care satisfac (1).

Categorii de metode de rezolvare numericd a ecuatiilor
algebrice neliniare:
a) metode de separare sau localizare a solutiilor ecuatiei (1) —
de izolare a unor subdomenii ale domeniului de definitie /,
care sa contind cate unul din zerourile functiei f (a se vedea
sirul lui Rolle);
b) metode de determinare, cu o precizie a priori fixata, a unei
solutii care a fost izolatd in prealabil, pornind de la o valoare
aproximativa a acesteia;
c) metode de determinare a tuturor solutiilor aplicabile, de

reguld, in cazul in care f este un polinom.
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Solutie aproximativa

Se presupune ca ¢ este valoarea exactd a unei solutii a
ecuatiei (1), iar ¢’ o valoare aproximativd a acestei solutii.

Solutia aproximativa se poate defini:
1) o valoare x=c”: |c'—c| <e,,cu £,>0 si f(c)=0;
2) o valoare x=c" |f(c")| <er,cu ¢,>0 s1 f(c)=0.

i

Fie™
Modul 1): ’ d - -
4

Modul 2):
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1. Metode de calcul al unei solutii reale a unei ecuatii
algebrice neliniare

Solutia reala a ecuatier (1) — separatd in prealabil in
intervalul [a, b]:
f(x)=0, xUla, b] . (1.1)

Doua metode de partitionare a intervalului:

Metoda bisectiei (injumatatirii intervalului)

Este destinatad rezolvarii ecuatiei (1.1), pentru care s-a separat
in prealabil o solutie in intervalul [a, b]:
f(a) (b)) < 0. (1.2)

Se considera f — continud pe [a, b]; solutia va fi
determinata cu erorile admise ¢, (pentru solutie) si ¢ r (pentru
functie).

Trasatura caracteristica: pornind de la [a, b], la fiecare
pas se restrange domeniul in care se cautd solutia prin
injumatatirea intervalului de la pasul anterior, pana la
atingerea preciziei dorite.

Avantaj: simpla.

Dezavantaj: slab convergenta.

Algoritmul metodei bisectiei — etape:
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I) Se initializeaza limitele intervalului de cautare, “7” si1 “s”,
cu valorile limitelor intervalului in care s-a separat solutia:
P=a, s'=b (1.3)
(indicele superior — iteratia curenta).

II) La pasul de calcul &, k=1, 2, 3, ..., se determind noua

valoare a solutiei:

P I/'k_l _I_Sk—l
X" = > . (1.4)

III) La acelasi pas k se calculeazd f(x") si f*'') O noile

limite ale intervalului de cautare:

daca fx*) X *H <0 O rf=r* i sh=x"; (1.5)
daca fx") X H >0 0 rf=x*si sF=s""; (1.6)
daca f(x") Xr*")=0 O calcul terminatsi ¢ =x"; (1.7)
IV) Procesul de calcul se considerda terminat cand sunt
indeplinite conditiile (1.8) s1/ sau (1.9):

—rf<e,; (1.8)
x| <. (1.9)

s

Interpretarea geometrica a metodei bisectiei:
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e

[ri]
-

£ f(=")

\D

Exemplu: Se considera ecuatia:
f(x)=0, f(x)=2kx—10+3,
pentru care s-a separat o solutie in intervalul [-1, 1]. S& se
determine solutia ecuatiei utilizand metoda bisectiei, erorile
admise fiind ¢, = 107 si e,= 10~
Solutie: Se parcurg etapele metodei bisectiei:
I) Initializari:
P==1, =1, "-5=2.
Iteratia k = 1:

1 PO+ 0

X = =0 .
II) 2 ’

) f(x")=£0)=3, f¢’)=1f(-1)=9.885,
foxH) T >0 O r=x'=0, s'=5"=1.
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Se verificad daca sunt indeplinite conditiile de terminare (1.8)
si (1.9):
I —s'|=1>e, si [fx")|=3>¢,.
Nu sunt indeplinite [] algoritmul se continua cu:
Iteratia k = 2:
r s
H) x2 - > =0.5 :
1) f(x°)=1£(0.5)=-0.9074, f(r')=1f0)=3,
o) OFr')y<0 O r»=r'=0, s=x"=05.
I’ —5°|=05>e, si [f(x)]=0.9074>¢, O

Se trece la iteratia urmatoare:

Iteratia k = 3:

2 2
r-+s

H) x3 - =0.25 :

1) f(x’)=1£(0.25)=1.011, f(*)=1£0)=3,
fo) I >0 O r=x=025, §=5=0.5.
I’ —5|=025>¢, si [fx)|=1.011>¢, O
Algoritmul se continua.

Iteratia k = 4:

3 , .3
4 I ts

m X =

=0.375 .
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1) f(x*)=1£(0.375)=0.037, f(*’)=1(0.25)=1.011,
foxHY FP)>0 O F=x"=0.375, s"'=5"=0.5.
I —5'=0.125>¢, si [f(x")|=0.375>¢;.

Erorile au scazut, insa nu suficient de mult pentru ca cele doua

conditii de terminare sa fie indeplinite [1 alte iteratii.

Metoda falsei pozitii (metoda coardei, metoda
secantei, metoda Impartirii intervalului in parti
proportionale)

Avantaj: mai rapid convergenta.

Trasatura caracteristica: pornind de la [a, b], 1a fiecare
pas se restrange domeniul de cautare a solutiei, prin impartirea
intervalului de la pasul anterior in raportul valorilor functiei la

capetele intervalului.

Interpretarea geometrica:
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Coarda:
X-a _ f(x)—1f(a)
b—a f(b)-f(a) (1.10)

[] abscisa punctului de intersectie cu Ox:

_ald(b)-bH(a)

X1

Algoritmul metodei falsei pozitii — etape:
I) Se initializeaza limitele intervalului curent de cautare,
“r’si s
P=a,s'=b (1.12)
si se calculeaza f(r) si f(s°).
II) Laun pas oarecare k, k=1, 2, 3, ..., al procesului iterativ
de calcul, se calculeaza noua valoare a solutiet:
o k-1 Hp(sk—l) _ Gk H*(rk—l)

f(Sk—l)_f(rk—l) : (1.13)

III) La acelasi pas & se calculeaz f(x "), rezultand noile limite
ale intervalului de cautare, » * si s %, conform (1.5) ... (1.7),
impreuni cu (") si f(s").

IV) Calculul se termina cand sunt indeplinite conditiile (1.8)

si/sau (1.9).
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Exemplu: Se considera ecuatia de la exemplul anterior;
sa se rezolve utilizand metoda falsei pozitii.
Solutie: Se aplica metoda falsei pozitii:
I) Initializari:
P=-1,s"=1
si se calculeaza valorile functiei fin 7 si s":
f(r°) = f(-1) = 9.885 , f(s°) = (1) =-3.885.
Pentru k=1, 2, 3, ..., se repeta etapele II) ... IV), pana cand
conditiile etapei I'V) sunt indeplinite:
Iteratia k = 1:
II) Se determind x' cu (1.13):
= r’ (s") —s" O(") _ —(-3.885) —9.885
f(s") ") —3.885—-9.885

=0.4357

IIT) Se determini valoarea functiei fin x':

f(x") = £(0.4375) = —0.426 .

fx) OF°) <0 O din(1.5): ' =r"=-1, s' =x'=0.4357
s1 valorile corespunzatoare ale functiei f:

f(r') = f(—1)=9.855, f(s') =1(0.4357) = —0.426 .

Se verifica conditiile de terminare a algoritmului:

' —s'|=1.4357>¢,, |f(x")|=0.426>¢,.

(1.8) 51 (1.9) nu sunt satisfacute [1 iteratia urmatoare:
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Iteratia k = 2:
II) Se determini x*:
oo H(sD) -5 0 () _ ~(-0.426) - 04357 [9.885

f(s')—f(r") —0.426 -9.885
II1) Se determina f(x°):

f(x*) = £(0.3764) = 0.265 .
fx*) (') >0 O din (1.6): *=x=0.3764, s’=s'=0.4357.
f(r*) = £(0.3764) = 0.265 , f(s*) = (0.4357) =—0.426 .

=0.3764

Se verifica din nou conditiile de terminare a calculelor:
I* — 57| = 0.0587 > ¢, [f(x")]=0.265>¢,.
(1.8) 51 (1.9) nu sunt satisfacute [1 iteratia urmatoare:

Erorile au scazut semnificativ, scaderea lor fiind mai
rapidad decat in cazul metodei bisectiei, insd inca nu s-a ajuns
la indeplinirea conditiilor de terminare a calculelor [

algoritmul se continua.

2. Generalitati privind solutionarea numerica a
sistemelor de ecuatii algebrice neliniare
Forna implicitd a unnui sistem de ecuatii algebrice

neliniare de ordinul “»” — intodeauna posibila:
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I:fl(xl,X2,...,Xn) =0

z(xl,xZ,...,xn) =0

S EECEIIITE , 2.1)
%n(xlaXZ’ >Xn =0
f1, 15, f,, de variabile x1, x», — continue
0 00
0 O % [
x=020 ¢=020
Notatii matriceale: =~ U: 4 = 0 0 2.2
otatii matriceale . % 5 (2.2)
[Xn n ]

[1 forma compacta a sistemului:
fx)=0, f:DOR" -~ R". (2.3)
Forme intermediare:
f{x)=0,i=1...n. (2.4)
Determinarea unei solutii a sistemului (2.1) =
L&)

2

10
I

(e

gasirea unui set de valori: , (2.5)

I

care satisfac (2.1) < f(c)=0.
Categorii de metode numerice:

I. metode de separare a unei / unor solutii de interes;
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I1. metode de determinare, cu o precizie fixatd a priori, a unei
solutii separate in prealabil.

In categoria I.:
a) metode bazate pe exprimarea explicitd echivalenta a
ecuatiilor sistemului (2.1) — metode de aproximatii succesive;
b) metode care utilizeaza derivatele partiale ale functiilor f; —
metode de tip Newton;,
c) metode de descrestere sau de coborare sau de gradient.

Doar a) si b).

3. Metode bazate pe exprimarea explicita echivalenta a
ecuatiilor sistemului

Se cere sd se determine o solutie ¢ a sistemului (2.1),

n
—_ n
separatd in prealabil in domeniul D= I_ll [ai’bi] U R , Cu
1=

erorile maxim admise ¢ , (pentru valorile variabilelor) s1 ¢,
(pentru valorile functiilor).

Trasatura  caracteristica:  inlocuirea  exprimarilor
implicite (2.1) ale ecuatiilor sistemului cu exprimarile

explicite echivalente:
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[k =g1(x1,%9,...,X,)

2 = 8o (X,xp,..0,X,)
S LERLIIEITTIPNP P . cug,i=1..n—continue. (3.1)
o = 8 (01,2500, %,)

—

|oQ
1
G0

S

Notatie: (3.2)

]

[ Y

[ exprimarea matriceala: X =g(x), xUDUR" (3.3)

cu forma intermediara: x;=g{x),i=1...n. (3.4)
Exprimdrile explicite sunt intotdeauna posibile si, in
plus, uneori sunt posibile mai multe variante !
Algoritmul metodei aproximatiilor succesive in
versiunea Jacobi
I) Se initializeaza x cu x” 0 D (indicele superior — iteratia

curentd):

No —o
NI

| =

(3.5)

I
e

S o
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II) Laun pas oarecare k, k=1, 2, 3, ..., al procesului iterativ

de calcul, se determina noile valori ale variabilelor:

xi =g (X LX), = ke (3.6)
[IT) Calculul este terminat atunci cand sunt indeplinite

conditiile (3.7) si/ sau (3.8):

xf-xT<e, i=ln (3.7)

fi(zk)\sef, i=ln (3.8)
Conditiile de convergenta suficiente:

g, (x) L
5 | LBk (3.9)

J

Metoda aproximatiilor succesive in versiunea Gauss-
Seidel
Diferenta: relatia (3.6), care devine:

k — k k-1 -1

k k k
X; S8 (X X, XX X,

>Vi-197%i

, i=Ln | (3.10)
< apar valorile “noi” ale variabilelor care au fost recalculate

deja la iteratia k.

Exemplu: Sa se rezolve sistemul algebric neliniar:
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mlez —Xyx3 =5x; +1=0
(x5 —2x; —Inx; =0

[
@632 — XX _2X3 -8=0

cu metoda Gauss-Seidel, cu erorile maxime admise ¢, = 0,001
s1 ¢,= 0,1, cunoscand ca s-a separat o solutie in domeniul D =
[0; 10] < [0; 10] x [1; 10].

Solutie: Rescrierea sistemului intr-o forma cu exprimarea

explicita a variabilelor, de forma (3.1):

Exl = \/0.5 L{x,x, +5x, —1)
Epcz = \/2x1 +Inx,
B = \/xlxz +2x, +8

Iteratia k = 0:

100

o x’ = gom
I) Seinitializeaza x, de exemplu cu: — U,

HOH

Valorile functiilor f;, f, si f3 pentru valorile initiale ale
variabilelor:

fi(x") = 200° — 10000 — 5000 + 1 =51,

f£,(x") =10 - 200 - In 10 =777 ,

fy(x”) = 10 — 1000 — 200 — 8 =28 .
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Observatie: Initializarea se poate face si cu alte valori si
se pot urmari efectele asupra evolutiei convergentei procesului
de calcul in functie de aceste valori initiale.

Iteratia k = 1:
IT) Se utilizeaza (3.10):

x! =050k B +5° —1) =/0.5[1000+500-1) =8.631
x) =20 +Inx? = /2(8.631+In10 =4.423

x) = xl k) +2 3 +8 =/8.631[2.423+210+8 =8.135 _
Se calculeaza erorile:

11 =X | =8.631 — 10| = 1.369 > ¢, ,

X3 — X5 | = [4.423 — 10| =5.577 > ¢, ,

X3 = x| =18.135— 10| = 1.865 > ¢, .
If,")] = 70.86 > ¢,
I6(x")]=0.206 > ¢, ,
(x| =3.73>¢,.

Conditiile de terminare a calculelor nu sunt indeplinite
[] necesard continuarea algoritmului cu iteratia urmatoare:
Iteratia k = 2:

II) Se calculeaza x utilizand (3.10):
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x; = \/0.5 Mx) G} +50) —1) =4/0.5[4.423[8.135+508.631-1) =6.251 |

x2 =237 +Inx! =,2(6.251+In8.135 =3.821 |

x2 =\ x} 2 +20 +8 =/6.251(3.821+2[8.135+8 =6.939 .

Se determina erorile:
17 =i |=16.251 — 8.631|=2.38 >¢,,
15 = x| = [3.821 — 4.423| = 0.602 > ¢, ,

X3 —x}|=16.939 —8.135|= 1.196 >« .
i) =21.4>¢,,
)] =0.16 > &,
I5(x)|=2.39>¢,.

Erorile au scazut, dar nu sunt inca indeplinite conditiile
de terminare a procesului de calcul [ etapele II) si III) ale
algoritmului se repeta pentru k=3, 4, ..., 12.

Iteratia k = 13:

II) Se calculeazd x":

X =05 Mx B2 +50 —1) =,/0.5[(3.292(5.89 + 5 [#.531 - 1) =4.53

X =237 +Inx? = [2[3.53+1n5.89 =3.291 |

P = xP P +2G17 +8 =4/4533.291+2(3.89+8 =5.89

Se determind erorile:
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|xi° —x*| = [4.53 —-4.531] = 0.001 < ¢,
|2 -x22| =13.291 - 3.292| = 0.001 < ¢,
|x3° —x37| = [5.89 —5.89| =0 < ¢, .
Ifi(x*)] = 0.008 < &,
If(x*)|=0.003 <&/,
If:(x*)|=0.004 <¢,.
Erorile calculate sunt mai mici sau cel mult egale cu

erorile maxim admisibile [I algoritmul se opreste.

[K#.43 [0

[l
= 3.291
[0 solutia aproximativa: = % []

=5.89 5

4. Metode de tip Newton
Versiunea clasica a metodei Iui Newton utilizeaza
explicit derivatele partiale de ordinul I ale functiilor f(x), i =
l...n.
Se presupune ca s-a ajuns la pasul k£ al procesului iterativ

. . .o e e e -1
de calcul, ultima valoare aproximativa a solutiei fiind x 1 Se
1

9

doreste determinarea unei corectii 42! care, adiugatd la x *-
L] b

sd conduca la solutia exacta c:
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c=x"1+np*". (4.1)

Dezvoltand in serie Taylor functiile f(x),i=1 ... n, in
vecinitatea lui x* ' O

fc)=0 « fx“"+r"H=0 =
of (x*7)

k-1 k-1
afl(z )hlk—l_'_afi(z )h§_1+"'+ i\Z hk_1+"':0,i:1,n
X, ox, Ox )

f, (J_Ck_]) +

n

(4.2)

Daca din aceastd dezvoltare se retin doar termenii care
contin derivatele de ordinul I (restul termenilor se neglijeaza)
0 se poate aproxima acea valoare a lui 2™ care nu va mai
conduce la solutia exacta ¢, ci la noua valoare aproximativa X
a solutiei (evident, mai buna decat x* ', in cazul convergentei).

[ relatiile (4.2) conduc la sistemul liniar de ordinul z in

necunoscutele A a5, hff R

[Of; =1 . Of] k- of]  xa k-1
T e W N N e
D—xl 1 ox, 2 ox 1 (x")
[Of, k-1, Ofy ofy , k-1 k-1
2 pk e D2 gty T kel g (o
[]
|j ........................................................... , (4.3)
f _ f _ f _ _
Eanhlkl_l_anécl anhrl:l:_fn(kl)
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unde toate derivatele sunt calculate in x*’.

f, of,  of [
; 0x, ox,, 5
-1 fz af2 aiD
l = EBXI a.X2 a.xn []
Matricea Jacobian: U %, (4.4)
Ebfn of, of,
[Px;  Ox, ox, O
[1 sistemul (4.3) se poate rescrie sub forma restransa:
J T =g (4.5)

Algoritmul versiunii clasice a metodei lui Newton:
I) Se initializeazd x cu x’ O D (indicele superior — iteratia
curentd).
II) La un pas oarecare k, k =1, 2, ..., al procesului iterativ
de calcul, se calculeazi elementele vectorului f*! s1 matricea
f’l pentru x = )_ck'l.
IIT) La acelasi pas se rezolva sistemul (4.5) [J noile valori
ale variabilelor:

xk :Ek_l +ﬁk_1 .

(4.6)
Calculul este terminat cand sunt indeplinite conditiile (4.7) si/

sau (4.8):
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k-1 -
h, ‘sex, i=Ln

5

fi(z")\sef, i=Ln

4.7)

(4.8)

Exemplu: Sa se rezolve sistemul de ecuatii din exemplul

anterior utilizdnd metoda clasica a lui Newton, cu erorile

maxim admise &, = 0,01 s1 &= 0,1, cunoscand ca s-a separat o

solutie 1n domeniul D = [0; 10] x [0; 10] x [1; 10].
Solutie: Se parcurg etapele algoritmului:

100

x) = %05
I) Se face initializarea: ~ 4.

H05
Iteratia k = 1:
IT) Se calculeaza elementele vectorului f 0= f()_co):

%(xlo)2 - x3x;, —5x] +1% 0 51 O
_ _ 0
£ =5 () -2’ ~Inx? 5= 17.6975

Ekx;))z - xx) = 2x3 —8% H-28 H

si elementele matricei Jacobian:

D =5 - -xlé) 5 35 -10 -10C

J'=0-2 2! -—=0=0-2 20 -o0.7
= S o810 -10 18 8
E—xg —xlo ZxS—ZE
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EBShf’ —10A) —=10h, =-51
72k +20h) —0,1h) ==77.697

[1 sistemul (4.5) devine:
- 10A ~10h2 +18h? =28

[13.4450

[] []
h’ = =4.243
III) Serezolvdasistemul O ~ U L

27168

[6.5550
L= 4 n’ = 7575
[1 noile valori ale lui x: SR % Ll
£.284H
Insd |h)|=[3.445|>¢,, || >e., | |>¢, O nusunt
indeplinite conditiile de terminare a calculelor [ algoritmul
se continud cu iteratia urmatoare:
Iteratia k = 2:
II) Se calculeaza elementele vectorului f! = f()_cl) si ale

matricei Jacobian:

%(xll)2 - x,x; —5x, +1% [12.227 0
_ _ []
f'=g ()*-2x -Inx} = 018.047 5

Hoxs)? —xixy —2x3 —8H [F7.248F
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AN =S -xo-x 0 2122 7284 -5.7570

f:%—z 2x) —%—B -2 11514 -0.1377
X, ~

O-x —x' 2y —2f H-5.757 -6.555 12.568H

[ sistemul (4.5):

521.22@1 —7.284h) =5.757Thy =—=12.227
2k, +11.514h, —0.137h; =—18.047

E— 5.757h! —6.555h) +12.568h! = 7.248

[1-1.4980

] []
h' =-—1.84
III) Rezolvareasistemului 0 ~ U []

H1.069H
3. 057D

+h' 917
[l noile valori ale lut x: — E - % Ll
$.215H

"N - . 1
Ins3, din nou |/ | = [1.498| > ¢, , || > e, || > e, O
calculele se continua cu iteratia urmatoare.

Alte variante ale metoder lui Newton: eliminarea

calculului derivatei.



