TRANSFORMAREA 7
(TRANSFORMAREA LAPLACE DISCRETA)

1. Siruri original
Definitia 1: Un sir (f,).on, fn U C, se numeste sir orginal

daca verifica proprietatea:

filSca",UnN

Numarul a = indice de crestere.

[Jc>0sia=0 astfel incat

Notatie: O’ = multimea sirurilor original; O’ [ F, unde
F = spatiul liniar complex al functiilor complexe de variabila
reald. Este evident ca functia (f,),0y din definitie satisface
relatia: (f,),oy U O’.

Exemplu de sir original (G,).on, O, = 1, O n O N, se
numeste sir original unitate sau functie treapta unitate
discreta, (0,),0y U O’.

Proprietati ale sirurilor original:

Proprietatea 1 (fara demonstratie):

Daca (f,),ov O F O (g)uov D O, cu g, =1, - 0,

Remarca: In cele ce urmeazi se noteazi cu acelasi
simbol un sir si sirul obtinut din acesta prin inmultire cu
functia treapta unitate discretda — toate sirurile considerate in

cadrul acestui capitol vor fi siruri original.
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Proprietatea 2: Fie (f,),on, (8)aov U O’ s1A 0 C —
1) (fa + gn)aov 1 O
2) (fn - ooy U O7;
3) (A f)aov 0 O,

Demonstratie: Fie (f,),0y U O’; din definitie — ¢, > 0

I

si a; > 0 astfel incat |f,|<ca",0n0N  Fie (g,)aon O O; din

g.|<ca,”,0n0N

definitie — [lc, > 0 s1 a, = 0 astfel incat
Se aplicd proprietatile modulului tinand seama de
inegalitdtile de mai sus —
1y
unde: ¢c=2 max(c;,c;) > 0, a=max(a;,a;) =2 0 U (f,+g,)nonJO’.
£, 0| =111,
unde: c=(cicy) >0, a=(aja) =20 U (£, gy U O’.
3) |V,
unde: c=|Alc; >0, a=a;20 O (A £),ov 0O,

an‘+‘gn‘Sclal” +c,a, S[max(cl,cz)](al’1 +a;’)s ca",Un0N,

fot g,

2) <ca, W,a, = [(cl,c2 )](a1 a, )n =ca",UnUN,

= ‘/\‘ I:I]fn‘ < ‘/\‘claln =ca",0n0ON,

Definitia 2: Fie (fy)a.on (gu)uoy U O’°. Se numeste

produsul de convolutie al sirurilor (fy)aoy $1 (gn)now sirul

(hy)noy O F, cu termenul general: %, = szgn—k’ OnON

Notatie: (hy)uoy = (F)aoy * (80)nowv-
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Proprietatea 3

(proprietati ale produsului de convolutie):
(a) Produsul de convolutie a doud siruri original este sir
original, adica:
O (f)aows (C)aov U O” O (hy)aoy = (F)aow * (€o)aoy 1 O7;

(b) Produsul de convolutie este comutativ, adica:

D (fn)nDNa (gn)nDN D O, D (fn)nDN * (gn)nDN = (gn)nDN * (fn)nDN;

(c) Produsul de convolutie este distibutiv fata de adunare,
adica: U (fu)now, (n)aov O™ U
(fn)nDN * ((gn)nDN+(hn)nDN) — (fn)nDN*(gn)nDN + (fn)nDN*(hn)nDNa

((fn)nDN+(gn)nDN) * (hn)nDN = (fn)nDN*(hn)nDN + (gn)nDN*(hn)nDN'
Demonstratie (pentru (a) si (b)).

(a) Fie (f,),on U O’; din definitia 1 — ¢y > 0 s1 a; = 0 astfel
S

incat |f,| < ca, ,0n0ON | Fie (g,),0v O O’; din definitia 1 — O

En

¢y > 0 si a, = 0 astfel incat <c,a,",0n0N | Se presupune,
pentru simplitate si fara a reduce din generalitatea proprietatii,
caa; > a,.

Se aplicad definitia 2, proprietatile modului s1 sumei,
calculand suma termenilor unei progresii geometrice

—
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n

| h, |= < ;Cl Dlllk m?za;_k =

f.*g,

kagn—k SZ‘fk‘q]gn—k

+1 +1
! -1 !
- 2 2
—_ n 1 —_ n n
— a
= 2
a

=ca",Un0N
4 a, —da,

2 a,

G,

unde: ¢ = a>0,a=a20 — (h),oydO’.

a, —da,

(b) Fle (fn)nDNa (gn)nDN D O,~

Se aplicd din nou 2 si schimbarea de variabila n — k = 1.
n 0 n
— fn *gn :;)fkgn—k :ann_l @-l :Z()glf”_l :gn *fn’ DHDN.

— (fn)nDN * (gn)nDN = (gn)nDN * (fn)nDN-

2. Definitia si proprietatile transformarii Z
Definitia 3: Fie (f,),on L O° — [Oc > 0sia = 0 astfel
I

incat <ca",nUN. Fie Dy = {ZDC\ |Z|>a} [0 C. Se

numeste transformata Z a sirului (f,),0y sau functia imagine
sau transformata Laplace discreta, functia complexa de
variabila complexda F: Dy’ 1 C — C, F [ C (cu C — spatiul
liniar al functiilor complexe de variabila complexd), definita

prin:
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F(z) = ;fnZ'” , z0OC. (2.1)

Aplicatia Z: O' — C, definita prin:

Z((fa)aow) = F(2) , U (f)aow U O, (2.2)
se numeste transformarea Z sau transformarea Laplace
discreta.

Remarca: Pentru exprimarea sirurilor original se va
renunta la precizarea indicelui n[IN — va fi utilizata, simplu,
notatia (f,) in locul notatie1 (f,),n-

Proprietatea .4 (consecinta imediata): Transformarea Z
este liniarda (rezulta din proprietatea de liniaritate a sumei din
definitia 3), adica:

Z(ci(fn)Fea(gn))=c1Z((fn)) e (1)), U(th),(gn)U O, Uey,cLUC.
(2.3)

Exemplu: S3a se calculeze transformatele Z ale

urmatoarelor siruri original:

1) (au),

)™, cu A=A\ +iN,OC, yOR\{¢, A, OR, T>0.
3) (sinnT), T>0,

4) (cos wnT), T> 0.
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Solutie: 1) Pentru functia treapta unitate discreta se pot
obtine imediat valorile (a se vedea definitia 1): ¢ > 1s1a = 1.

— F(z) = Z((0,)) este definita pe Dy’ = {ZDC\ 1z|>} O C. Se

aplica definitia 3 calculand suma seriei geometrice aferente

— F(Z) = Z((Gn)) Z;’IE_" =l+z +z 7% +...= — =

2) Intrucat ‘emT‘ =M™ O indicele de crestere al functiei

. T
considerate este: a= e)‘ln pentru A >0,

a=0 pentru A;<O0.
. o A . A T
Apoi, se procedeazi ca in cazul anterior. Notand f, = ¢™

- F@) = A(t) =y & :ZE%% :l_leﬂ =—

z

3) Se aplica proprietatea de liniaritate 4 —

Zsinon) = 2 = L) 7))

_1 z 1z _10 z _ z O
2Diz—e™  2iz—e ™ ik —coswl —isincwl z—cosa)T+isina)TE
1 0 2i tBinwl z BinwT

" 2i 2z -2zcoswl+1 z>—2zcoswl +1°
4) Se aplicd din nou proprietatea de liniaritate 4 —

Z((cosonT)) = Z%ﬁiwﬂ -;e_mT %z %Z((eiwﬂ ))+ %Z((e—iwnr )) =
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z 1 z 1 0O 1 1 [
— + — — =—[% ' + - =

z—e  2z-¢" 2 H—coswl —isinwl z—coswl +isinwl H

E;—cosa)T+isina)T+z—cosa)T—isina)T _ z(z=coswl)

(Z—cosol)T)2 +sin’ @l z* =2zcoswl +1°

Teoremele legate de transformarea Z — necesare

pentru calculul transformatelor Z ale unor clase de siruri
original.
Teorema 1 (teorema intarzierii): Fie (f) 0O’ sik ON"
= Z(£n0) =2 ~Z(1) - (2.4)
Demonstratie: Se aplica definitia transformarii Z, urmata

de schimbarea de variabilan—k=m —

00

Z((f,,_k))=2fn_kz‘” = Zf() =Y £ = ()

Teorema 2 (teorema depisirii): Fie (f,) DO’ sik ON.
Se noteaza F(z)=Z((f,)) —

Z(fr)) = 7 ﬁ”@ - ZfZEI (2.5)

Demonstratie: Se calculeaza transformata Z a sirului (f;,)
utilizand definitia 3, proprietatile sumei si schimbarea de

variabila n + k = m:

Z((fn+k )):me-kz—n — Zk fn+kZ-(n+k) — Zk fmZ—m —

n= m=
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Remarca: Pentru simplitate, in continuare se renuntd la
utilizarea parantezelor duble la scrierea transformatelor Z —
va f1 utilizata notatia Z(f,) in locul notatiei Z((f,)).

Teorema 3 (teorema amortizarii): Fie (f,) O O’ si
F(z)=Z(t,) —

Z(f,e ™) =F(ze""), Da,TOR . (2.6)

Demonstratie:
Z(fne—anT): ane—anTZ—n — an (eaTZ)—n :F(ZeaT).

Teorema 4 (teorema diferentei originalului): Fie
()0 51 F(z)=Z£(t,) —
Z(fy1 — 1) = (z—1)F(z) — fyz . (2.7)
Demonstratie: Se aplica teorema 2 in conditii de
liniaritate —
Z(for1 =) = 2040 2(5) =2 [F@D - £,] - F(2) = (2 -DF (2) - o, -
Varianta a teoremei 4 (farda demonstratie):

Z(f,— for) = = F(2) - £ . (2.8)

z

Teorema S (teorema sumei originalului, fara

demonstratie): Fie (f,) 1 O’ s1 &, = ;fk :
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~ (@) DO'si 25 £ Kz, (2.9)

Teorema 6 (teorema valorii initiale): Fie (f,) J O’ si

F(z) = Z(f,) — /o = lim F(2). (2.10)

Demonstratie: F(z)= Zf z "= fyt— fl + fz +

Se trece la limitd pentru z — o — (2.10).

Teorema 7 (teorema valorii finale): Fie (f,) 1 O, F(z)

= Z(f,) si se presupune ca U lim f, .
- im /. = Iim (z=DF(2). (2.11)

Demonstratie: Se rescrie termenul general al sirului (f},)
sub forma:

fn = f() + (fl—f()) + (fz—fl) + ...t (fn_fn-l) = £0 + g1 + %) + ..+ Zn,
< introducerea notatiei: /» = ;’gk : (D)

Apoi, se aplica transformarea Z relatiei (1), 1ar din teorema 5
“1
L Ut zgzgk 26 - 2w)=EN . ()

Trecand la limita pentru n — oo in relatia (1) —

PLEDRTE (3)
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Insa, aplicand definitia 3 a transformarii Z —
2(g,)=) g,z 4)
n=0

In final, din (2), (3) si (4) —

Jim £y = lim Z(g,) = lim =—F(2) = lim (= = DF(). q.e.d.

z
Teorema 8 (teorema lui Borel, fara demonstratie): Fie
(fo), (g) O O' — transformata Z produsului de convolutie

are expresia:

Z((fn) * (gn) = Z(tn) - Z(gn) - (2.12)

3. Inversa transformarii Z

Sunt aplicate doud teoreme.
Teorema 9: Fie (f,), (g,) 0 O’ si F(z)= 2(f,)= anz_n :

— sirul original poate fi exprimat in raport cu transformata sa
Z prin formula:
0= L [F (2)z"7dz, OpON (3.1)
210 2, ’
unde (C) = curba inchisd care include toate singularitatile
functiei F(z).

Altfel spus: (f)) = Z'(F(2)),
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unde termenul general al sirului (f,) se calculeaza cu formula
(3.1).

Pentru evita calculul direct al integralei din membrul
drept — teorema 10.

0(z)
P(z)’

Teorema 10 (teorema de dezvoltare): Fie F(z) =

cu P s1 Q — polinoame relativ prime intre ele, grad P = n >

gradQ=m —
fn = ZKZ ’
in care:
=1
1 Ha’ [ 9; n—l]E

K. = 3 (z=2z.) ' F(2)z ] -

! =1 q:.—1 ! ,1=1...1, (32)

(q; =1 e Ez:zl.

iar z, 1 = 1 ... r = polu distincti (avand ordinele de

multiplicitate q;) a1 functiei F,cuq; +q; + ... + ¢, =n.
In practica, pentru calculul operativ al transformatelor Z
st al sirurilor original care rezultd din acestea, sunt utilizate

tabele de transformate Z.
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Nr. crt. | Functia original Transformata Z
f(t) f(z) = Z(f, = f(nT.))
1. o(t) 1
1
2. o(t) —
1-7"
Tez'1
3. teo(t)
(1-z"y
Tz '(1+z")
4. (t*/2) * o(t)
(1-2"y
—at 1
5. e *o(t)
1 - exp(-aTe)Z'1
—at T.exp(-aT)z"
6. tee o(t)
(1 —exp(-aT)z')*
(1 —exp(-aTe))z"
7. (1—e™o(t)
(1-z")(1 —exp(-aTo)z")
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T.z' (1-exp(-aT.))z"
8. [t—(1—e™)/a]o(t) -
(1-z'Y  (1-z"(1-exp(-aTo)z™")
—at exp(-aT,)sin(bTe)z"
9. e sin (bt)o(t) ,

Nz

N(z") = 1-2exp(-aT.)cos(bT.)z '+
+exp(-2aTe)Z'2

—at 1-exp(-aT,)sin(bTy)z"

10. e cos (bt)o(t)

Nz

Remarcad: In tabel apar functii original de forma f(t), cu
tLIR. Termenul general al sirului original (f,) se obtine:
f,=f(nT.), OnON, (3.3)
unde T, = perioada de esantionare sau pasul de discretizare.
Pentru T.=1—
f,=f(n), OnON . (3.4)

Exemplu: Sa se determine sirul original (f,,), astfel incat:

—22 +2z

(z +1)(z -3)?

Z(fn) = =F(2).
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Solutie: Pentru inceput se calculeaza polii lui F(z):
z;=1 — pol simplu (cu ordinul de multiplicitate q;=1) si z,=3
— pol dublu (cu ordinul de multiplicitate q,=2). Apoi, se aplica

teorema 10 care permite calculul coeficientilor K; si Kj:

2

1 - +2 - 1-2 1
Kl: ' z 22 3" 1 _ 17 - - 1)n 1 _ (_l)n ;
(=D (z-3) e (9 16
1 a 02240, 40 (z42)z+1) = (=22 +22) _ g
K, = = g = > [z +
2-1! dz@ z+1 . (z+1) .23
_,2 _ _(— _
22 ) AA-(940) gntl  Z9*6 | y3n=2
z+1 16 4
13 o] 3n+43 _,0 3771
=——3 - 3 =- (4n+17).
16 4 6

In final, aplicand (3.2) — expresia termenului general al
sirului (f,):

1 -
fh —K1+K ——( )" —T7Bnl,DnDN.

4. Aplicatii
Remember: expresia transformater Z a functiei treapta

unitate discreta:

Z(6,)= - (4.1)

In plus, fie sirul cu termenul general:
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_ O, n=k,
5k(n)_%),n¢k,kDN. (4.2)

Transformata Z a acestui sir se calculeaza cu definitia 3:

1
_k.

z

A o
Z(3,(m))= > 3y(mz" = (4.3)

Particularizand k =0 — termenul general al sirului (3,),
numit sirul impuls unitate (impulsul Dirac):

5 = [1, n=0,
n %), nDN*, (4.4)

cu transformata Z avand expresia (obtinuta din (4.3)):
Z(5,)=1. (4.5)
Transformarea Z se utilizeaza la rezolvarea unor ecuatii

discrete. Modalitatea de rezolvare este cea din cazul

transformarii Laplace !

Exemplu: Sa se rezolve ecuatia:
Yotl —O0Yn=0,, OnON | (1)
cuyo,—dat, o =const, OnON .

Solutie: Se aplica transformarea Z ambilor membri ai
ecuatiei (1) in conditii de liniaritate:

Z(y,w)—aZ(y,) = Z(0,). 2)
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Introducand notatia: Z(y,) = Y(z) — ecuatia (2) devine:
Z(y,m)—aY(z) =1 3)
Se aplicd teorema 2 — Z(,.,) = 2[Y(2) = »,]. (4)
Apoi, se face inlocuirea din (4) in (3) —
Y(z) —zyo—aY(z)=1, )]
de unde rezulta imediat expresia lui Y (z):

1+zy,

Y(Z):ﬁ . (6)

In final, se aplicd teorema de dezvoltare 10 — expresia
termenului general al sirului (y,), care reprezintd solutia

ecuatiei (1):

y, =(1+zp) 2"

_ =+ay) @™, OnON" . (7)
Exemplu: Sa se determine expresia termenului general

al sirului (y,), solutie a ecuatiei:

Vn=-2Yn1—Yn2t+t0o,, nON , n>2. (8)

in conditiile:

Yo=0, yi=1. 9)

Solutie: Se aplicd transformarea Z ambilor membri ai

ecuatiei (8) in conditii de liniaritate —
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Z(y,)="2Z(y,.)—Z(y,,)*+Z(0,). (10)

Apol, se noteazd Z(y,) = Y(z) si se aplica teorema 1
Z(y,-)=z"Y(2),
T 20,,)=2770). ()
Se fac inlocuirile din (11) in (10) —

__2 1 z_ _ z z’ _ z°
N2 == Y@=z Y@+ = = 12 Z—ID(2+1)2 (z=D)(z+1)*"

Se aplica teorema de dezvoltare 10 — solutia ecuatiel

(8):

_ Z3Zn—1 i 3Zn-1 _ 1 N (n + 2)Zn-1 (Z _ 1) _ Zn+2
< (z+1)° o dz oz-1| 4 (z-1)° L:—l
_1 =24 )(=D)" = (=) 1 ()" [2n+4=1] _ 1+ (=D)"[2n +3]
4 4 4 4 4 ’
OnON , n>2. (12)

Legatura cu transformarea Laplace

Teorema 11 (trecerea de la transformata Laplace la
transformata Z): Fie T > 0. Se noteaza f, = f(nT.), OnON,
L(f(t)) = F(s), Z(f,) = F(z). Daca F(s) are expresia din enuntul

teoremei 10 — F(z) poate fi exprimata sub forma:

F(z) = ZK , (4.6)
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1n care:

1 Ed%_l gy F(s)z J
" (g, - D! s Yoz %

=s;

=L, (4.7)

unde s; (i=1,r) = polii distincti ai lui F(s).



