
TRANSFORMAREA Z 

(TRANSFORMAREA LAPLACE DISCRETĂ) 

 

 1. Şiruri original 

Definiţia 1: Un şir (fn)n∈ N, fn ∈  C, se numeşte şir orginal 

dacă verifică proprietatea: 

∃  c > 0 şi a ≥ 0  astfel încât  Nncaf n
n ∈∀≤ , . 

Numărul a =  indice de creştere. 

Notaţie: O’ = mulţimea şirurilor original; O’ ⊂  F, unde 

F = spaţiul liniar complex al funcţiilor complexe de variabilă 

reală. Este evident că funcţia (fn)n∈ N din definiţie satisface 

relaţia: (fn)n∈ N ∈  O’. 

Exemplu de şir original (σn)n∈ N, σn = 1, ∀  n ∈  N, se 

numeşte şir original unitate sau funcţie treaptă unitate 

discretă, (σn)n∈ N ∈  O’. 

 Proprietăţi ale şirurilor original: 

 Proprietatea 1 (fără demonstraţie): 

Dacă (fn)n∈ N ∈  F  ⇒   (gn)n∈ N ∈  O’,  cu  gn = fn · σn. 

Remarcă: În cele ce urmează se notează cu acelaşi 

simbol un şir şi şirul obţinut din acesta prin înmulţire cu 

funcţia treaptă unitate discretă → toate şirurile considerate în 

cadrul acestui capitol vor fi şiruri original. 
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Proprietatea 2: Fie (fn)n∈ N, (gn)n∈ N ∈  O’ şi λ ∈  C  → 

1) (fn + gn)n∈ N ∈  O’; 

2) (fn · gn)n∈ N ∈  O’; 

3) (λ · fn)n∈ N ∈  O’. 

Demonstraţie: Fie (fn)n∈ N ∈  O’; din definiţie → ∃  c1 > 0 

şi a1 ≥ 0 astfel încât Nnacf n
n ∈∀≤ ,11 . Fie (gn)n∈ N ∈  O’; din 

definiţie → ∃  c2 > 0 şi a2 ≥ 0 astfel încât Nnacg n
n ∈∀≤ ,22 . 

Se aplică proprietăţile modulului ţinând seama de 

inegalităţile de mai sus → 

1) ( )[ ]( )≤+≤+≤+≤+ nnnn
nnnn aaccacacgfgf 21212211 ,max Nncan ∈∀, , 

unde: c=2 max(c1,c2) > 0, a=max(a1,a2) ≥ 0 ⇒  (fn+gn)n∈ N∈ O’. 

2) =⋅≤⋅=⋅ nn
nnnn acacgfgf 2211 ( )[ ]( ) =

naacc 2121 , Nncan ∈∀, , 

unde: c = (c1c2) > 0 ,  a = (a1a2) ≥ 0  ⇒   (fn · gn)n∈ N ∈  O’. 

3) =≤⋅= n
nn acff 11λλλ Nncan ∈∀, , 

unde: c = |λ|c1 > 0 ,  a = a1 ≥ 0  ⇒   (λ · fn)n∈ N ∈  O’. 

Definiţia 2: Fie (fn)n∈ N, (gn)n∈ N ∈  O’. Se numeşte 

produsul de convoluţie al şirurilor (fn)n∈ N şi (gn)n∈ N şirul 

(hn)n∈ N ∈  F, cu termenul general:  Ngfh
n

k
knkn ∈∀= ∑

=
− n  ,

0
. 

Notaţie: (hn)n∈ N = (fn)n∈ N * (gn)n∈ N. 
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Proprietatea 3 

(proprietăţi ale produsului de convoluţie): 

(a) Produsul de convoluţie a două şiruri original este şir 

original, adică: 

∀  (fn)n∈ N, (gn)n∈ N ∈  O’   ⇒    (hn)n∈ N = (fn)n∈ N * (gn)n∈ N ∈  O’; 

(b) Produsul de convoluţie este comutativ, adică: 

∀  (fn)n∈ N, (gn)n∈ N ∈  O’  ⇒   (fn)n∈ N * (gn)n∈ N = (gn)n∈ N * (fn)n∈ N; 

(c) Produsul de convoluţie este distibutiv faţă de adunare, 

adică:  ∀  (fn)n∈ N, (gn)n∈ N ∈  O’   ⇒  

(fn)n∈ N * ((gn)n∈ N+(hn)n∈ N) = (fn)n∈ N*(gn)n∈ N + (fn)n∈ N*(hn)n∈ N, 

((fn)n∈ N+(gn)n∈ N) * (hn)n∈ N = (fn)n∈ N*(hn)n∈ N + (gn)n∈ N*(hn)n∈ N. 

Demonstraţie (pentru (a) şi (b)). 

(a) Fie (fn)n∈ N ∈  O’; din definiţia 1 → ∃  c1 > 0 şi a1 ≥ 0 astfel 

încât Nnacf n
n ∈∀≤ ,11 . Fie (gn)n∈ N ∈  O’; din definiţia 1 → ∃  

c2 > 0 şi a2 ≥ 0 astfel încât Nnacg n
n ∈∀≤ ,22 . Se presupune, 

pentru simplitate şi fără a reduce din generalitatea proprietăţii, 

că a1 > a2. 

Se aplică definiţia 2, proprietăţile modului şi sumei, 

calculând suma termenilor unei progresii geometrice 

→ 
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unde: c = 1
21

21 a
aa

cc
−  > 0 ,  a = a1 ≥ 0   →   (hn)n∈ N ∈  O’. 

(b) Fie (fn)n∈ N, (gn)n∈ N ∈  O’. 

Se aplică din nou 2 şi schimbarea de variabilă n – k = l. 

→  Nfgfggfgfgf nn

n

l
lnl

nl
lln

n

k
knknn ∈∀==⋅== ∑∑∑

=
−

=
−

=
− n  ,**

0

0

0
. 

→ (fn)n∈ N * (gn)n∈ N = (gn)n∈ N * (fn)n∈ N. 

 

2. Definiţia şi proprietăţile transformării Z 

Definiţia 3: Fie (fn)n∈ N ∈  O’  →  ∃  c > 0 şi a ≥ 0 astfel 

încât Nncaf n
n ∈∀≤ , . Fie D0’ = { }aCz   |z|   >∈  ⊂  C. Se 

numeşte transformata Z a şirului (fn)n∈ N sau funcţia imagine 

sau transformata Laplace discretă, funcţia complexă de 

variabilă complexă F: D0’ ⊂  C → C, F ∈  C (cu C – spaţiul 

liniar al funcţiilor complexe de variabilă complexă), definită 

prin: 
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∑
∞

=

−=
0

)(
n

n
n zfzF ,  z ∈  C.           (2.1) 

Aplicaţia Z: O’ → C, definită prin: 

Z((fn)n∈ N) = F(z) ,  ∀  (fn)n∈ N ∈  O’,         (2.2) 

se numeşte transformarea Z sau transformarea Laplace 

discretă. 

 Remarcă: Pentru exprimarea şirurilor original se va 

renunţa la precizarea indicelui n∈ N → va fi utilizată, simplu, 

notaţia (fn) în locul notaţiei (fn)n∈ N. 

Proprietatea .4 (consecinţă imediată): Transformarea Z 

este liniară (rezultă din proprietatea de liniaritate a sumei din 

definiţia 3), adică: 

Z(c1(fn)+c2(gn))=c1Z((fn))+c2Z((fn)), ∀ (fn),(gn)∈  O’, ∀ c1,c2∈ C.

               (2.3) 

Exemplu: Să se calculeze transformatele Z ale 

următoarelor şiruri original: 

1) (σn), 

2) eλnT ,  cu  λ = λ1 + iλ2 ∈  C ,  λ1 ∈  R \ { }0  ,  λ2 ∈  R ,  T > 0. 

3) (sin ωnT) ,   T > 0, 

4) (cos ωnT) ,  T > 0. 
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 Soluţie: 1) Pentru funcţia treaptă unitate discretă se pot 

obţine imediat valorile (a se vedea definiţia 1): c > 1 şi a = 1. 

→ F(z) = Z((σn)) este definită pe D0’ = { }1  |z|   >∈ Cz  ⊂  C. Se 

aplică definiţia 3 calculând suma seriei geometrice aferente 

→  F(z) = Z((σn)) 11
1...11 1
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2) Întrucât nTeπ  = eλ
1
nT ⇒  indicele de creştere al funcţiei 

considerate este: a = eλ
1

nT  pentru λ1>0, 

a = 0        pentru λ1<0. 

Apoi, se procedează ca în cazul anterior. Notând fn = eλnT 

→  F(z) = Z((fn)) TT
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3) Se aplică proprietatea de liniaritate 4 → 
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 4) Se aplică din nou proprietatea de liniaritate 4 → 
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 Teoremele legate de transformarea Z – necesare 

pentru calculul transformatelor Z ale unor clase de şiruri 

original. 

Teorema 1 (teorema întârzierii): Fie (fn) ∈  O’ şi k ∈  N*  

→   Z((fn-k)) = z-k ··Z((fn)) .          (2.4) 

Demonstraţie: Se aplică definiţia transformării Z, urmată 

de schimbarea de variabilă n – k = m → 
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Teorema 2 (teorema depăşirii): Fie (fn) ∈  O’ şi k ∈  N*. 

Se notează F(z)=Z((fn)) → 

Z((fn+k)) = . )(
1

0
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 − ∑

−
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k zfzFz          (2.5) 

Demonstraţie: Se calculează transformata Z a şirului (fn) 

utilizând definiţia 3, proprietăţile sumei şi schimbarea de 

variabilă n + k = m: 
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 Remarcă: Pentru simplitate, în continuare se renunţă la 

utilizarea parantezelor duble la scrierea transformatelor Z → 

va fi utilizată notaţia Z(fn) în locul notaţiei Z((fn)). 

 Teorema 3 (teorema amortizării): Fie (fn) ∈  O’ şi 

F(z)=Z(fn) → 

Z(fne–anT) = F(zeaT) ,  RTa ∈∀ ,  .         (2.6) 

Demonstraţie: 

. )()()(
00

aT

n

naT
n

n

n

anT
n

anT
n zeFzefzefefZ === ∑∑

∞

=

−−
∞

=

−−  

Teorema 4 (teorema diferenţei originalului): Fie 

(fn)∈ O’ şi F(z)=Z(fn) → 

Z(fn+1 – fn) = (z–1)F(z) – f0z .          (2.7) 

Demonstraţie: Se aplică teorema 2 în condiţii de 

liniaritate → 

Z(fn+1 – fn) = [ ] . )()1()()()()( 00
1

1 zfzFzzFfzFzfZfZ nn −−=−−=−+  

Variantă a teoremei 4 (fără demonstraţie): 

Z(fn – fn-1) = 
z

z 1− F(z) – f-1 .          (2.8) 

Teorema 5 (teorema sumei originalului, fără 

demonstraţie): Fie (fn) ∈  O’ şi ∑
=

=
n

k
kn fg

0
. 
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→  (gn) ∈  O’ şi  . )Z(f
1-z

z=Z n
0






 ∑

=

n

k
kf         (2.9) 

Teorema 6 (teorema valorii iniţiale): Fie (fn) ∈  O’ şi 

F(z) = Z(fn)  →  . )(lim0 zFzf ∞→=        (2.10) 

Demonstraţie: ...)( 2
21

0
0

+++==∑
∞

=

−

z
f

z
ffzfzF

n

n
n  . 

Se trece la limită pentru z → ∞  →  (2.10). 

Teorema 7 (teorema valorii finale): Fie (fn) ∈  O’, F(z) 

= Z(fn) şi se presupune că  lim nfn ∞→∃ . 

→  . )()1(
1

limlim zFz
z

fn n −
→

=∞→         (2.11) 

Demonstraţie: Se rescrie termenul general al şirului (fn) 

sub forma: 

fn = f0 + (f1–f0) + (f2–f1) + ... + (fn–fn-1) = g0 + g1 + g2 + ... + gn, 

⇔ introducerea notaţiei:  ∑
=

=
n

k
kn gf

0
.    (1) 

Apoi, se aplică transformarea Z relaţiei (1), iar din teorema 5 

→  )Z(g
1-z

z= Z )Z(f n
0

n 




= ∑

=

n

k
kg   ⇔  . F(z)

z
1-z  )Z(gn =  (2) 

Trecând la limită pentru n → ∞ în relaţia (1) → 

. lim
0

∑
∞

=

=∞→ k
kn gfn         (3) 
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Însă, aplicând definiţia 3 a transformării Z → 

∑
∞

=

−=
0

n  )Z(g
n

n
n zg .        (4) 

În final, din (2), (3) şi (4) → 

.)()1(
1

lim)(
1

1
lim)(

1
limlim  zFz

z
zF

z
z

zngZ
znfn −

→
=

−
→

=
→

=∞→  q.e.d. 

Teorema 8 (teorema lui Borel, fără demonstraţie): Fie 

(fn), (gn) ∈  O’  →  transformata Z produsului de convoluţie 

are expresia: 

Z((fn) * (gn)) = Z(fn) · Z(gn) .        (2.12) 

 

3. Inversa transformării Z 

Sunt aplicate două teoreme. 

Teorema 9: Fie (fn), (gn) ∈  O’  şi  F(z) = ∑
∞

=

−=
0

n  )Z(f
n

n
n zf . 

→ şirul original poate fi exprimat în raport cu transformata sa 

Z prin formula: 

∫ −=
)(

1   ,)(
2
1

C

n
n dzzzF

i
f

π Nn ∈∀ ,          (3.1) 

unde (C) = curbă închisă care include toate singularităţile 

funcţiei F(z). 

Altfel spus:  (fn) = Z-1(F(z)) , 
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unde termenul general al şirului (fn) se calculează cu formula 

(3.1). 

Pentru evita calculul direct al integralei din membrul 

drept  →  teorema 10. 

Teorema 10 (teoremă de dezvoltare): Fie F(z) = )(
)(

zP
zQ , 

cu P şi Q – polinoame relativ prime între ele, grad P = n > 

grad Q = m → 

∑
=

=
r

i
in Kf

1
  , 

în care: 

[ ]
izz

nzzFiq
izz

iq
dz

iq
d

iqiK

=

−−−

−

−
=













1)()(1

1

)!1(
1

 ,  i = 1 … r,     (3.2) 

iar zi, i = 1 … r = polii distincţi (având ordinele de 

multiplicitate qi) ai funcţiei F, cu q1 + q2 + … + qr = n. 

În practică, pentru calculul operativ al transformatelor Z 

şi al şirurilor original care rezultă din acestea, sunt utilizate 

tabele de transformate Z. 
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Nr. crt. Funcţia original 

f(t) 

Transformata Z 

f(z) = Z(fn = f(nTe)) 

1. δ(t) 1 

 

2. 

 

σ(t) 

      1 

——— 

  1 – z-1 

 

3. 

 

t • σ(t) 

    Tez-1 

———— 

 (1 – z-1)2 

 

4. 

 

(t2/2) • σ(t) 

  Tez-1(1 + z-1) 

—————— 

     (1 – z-1)3 

 

5. 

  –at 

e      • σ(t) 

             1 

——————— 

  1 – exp(-aTe)z-1 

 

6. 

       –at 

t • e      • σ(t) 

     Teexp(-aTe)z-1 

———————— 

  (1 – exp(-aTe)z-1)2 

 

7. 

 

(1 – e-at)σ(t) 

         (1 – exp(-aTe))z-1 

——————————— 

  (1 – z-1)(1 – exp(-aTe)z-1) 
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8. 

 

[t–(1–e-at)/a]σ(t) 

   Tez-1              (1–exp(-aTe))z-1 

——— - —————————— 

 (1–z-1)2     (1–z-1)(1–exp(-aTe)z-1) 

 

9. 

  –at 

e     sin (bt)σ(t) 

  exp(-aTe)sin(bTe)z-1 

————————— , 

             N(z-1) 

N(z-1) = 1–2exp(-aTe)cos(bTe)z-1+ 

             +exp(-2aTe)z-2 

 

10. 

   –at 

e     cos (bt)σ(t) 

  1–exp(-aTe)sin(bTe)z-1 

—————————— 

             N(z-1) 

 

Remarcă: În tabel apar funcţii original de forma f(t), cu 

t∈ R. Termenul general al şirului original (fn) se obţine: 

fn = f(nTe) , Nn ∈∀ ,            (3.3) 

unde Te = perioada de eşantionare sau pasul de discretizare. 

Pentru Te = 1 → 

fn = f(n) , Nn ∈∀ .            (3.4) 

Exemplu: Să se determine şirul original (fn), astfel încât: 

.)(2)3)(1(

22
)(  zF

zz

zz
nfZ =

−+

+−
=  
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Soluţie: Pentru început se calculează polii lui F(z): 

z1=–1 – pol simplu (cu ordinul de multiplicitate q1=1) şi z2=3 

– pol dublu (cu ordinul de multiplicitate q2=2). Apoi, se aplică 

teorema 10 care permite calculul coeficienţilor K1 şi K2: 
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 În final, aplicând (3.2)  →  expresia termenului general al 

şirului (fn): 

, 13
16
174

)1(
16
1

=2K+1K=nf −⋅
+

−− nnn Nn ∈∀ . 

 

4. Aplicaţii 

Remember: expresia transformatei Z a funcţiei treaptă 

unitate discretă: 

Z(σn) = 1−z
z

 .             (4.1) 

În plus, fie şirul cu termenul general: 
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



∈≠
=

. Nk ,k  n   ,0
            ,k =n   ,1

)(nkδ            (4.2) 

Transformata Z a acestui şir se calculează cu definiţia 3: 

( ) . 1)()(
0

k
n

n
kk z

znnZ =
∆
=∑

∞

=

−δδ           (4.3) 

Particularizând k = 0  →  termenul general al şirului (δn), 

numit şirul impuls unitate (impulsul Dirac): 





∈
=

,Nn  ,0
   , 0=n   ,1
*nδ             (4.4) 

cu transformata Z având expresia (obţinută din (4.3)): 

Z(δn) = 1 .             (4.5) 

Transformarea Z se utilizează la rezolvarea unor ecuaţii 

discrete. Modalitatea de rezolvare este cea din cazul 

transformării Laplace ! 

Exemplu: Să se rezolve ecuaţia: 

yn+1 – α yn = δn ,  Nn ∈∀  ,      (1) 

cu y0 – dat, α = const, Nn ∈∀ . 

Soluţie: Se aplică transformarea Z ambilor membri ai 

ecuaţiei (1) în condiţii de liniaritate: 

. )()()( 1 nnn ZyZyZ δα =−+        (2) 
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Introducând notaţia: Z(yn) = Y(z)  →  ecuaţia (2) devine: 

. 1)()( 1 =−+ zYyZ n α         (3) 

Se aplică teorema 2  →  [ ] . )()( 01 yzYzyZ n −=+   (4) 

Apoi, se face înlocuirea din (4) în (3) → 

Y(z) – zy0 – αY(z) = 1 ,       (5) 

de unde rezultă imediat expresia lui Y(z): 

α−
+

=
z

zyzY 01
)(  .         (6) 

 În final, se aplică teorema de dezvoltare 10  →  expresia 

termenului general al şirului (yn), care reprezintă soluţia 

ecuaţiei (1): 

 ,)1()1( 1
0

1
0

−

=

− ⋅+=⋅+= n

z

n
n yzzyy αα

α  *Nn ∈∀  .  (7) 

Exemplu: Să se determine expresia termenului general 

al şirului (yn), soluţie a ecuaţiei: 

yn = –2 yn-1 – yn-2 + σn , Nn ∈∀  ,  n ≥ 2 .    (8) 

în condiţiile: 

y0 = 0 ,  y1 = 1 .        (9) 

Soluţie: Se aplică transformarea Z ambilor membri ai 

ecuaţiei (8) în condiţii de liniaritate  → 
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. )()()(2)( 21 nnnn ZyZyZyZ σ+−−= −−      (10) 

Apoi, se notează Z(yn) = Y(z) şi se aplică teorema 1 

→  . )()(

, )()(
2

2

1
1

zYzyZ
zYzyZ

n

n
−

−

−
−

=

=
       (11) 

Se fac înlocuirile din (11) în (10)  → 

2

3

2

2

2 )1)(1()1(1
)(

1
)(1)(2)(

+−
=

+
⋅

−
=⇔

−
+−−=

zz
z

z
z

z
zzY

z
zzY

z
zY

z
zY . 

 Se aplică teorema de dezvoltare 10  →  soluţia ecuaţiei 

(8): 

, 
4

]32[)1(1
4

]142[)1(
4
1

4
)1()1)(2(2

4
1

)1(
)1()2(

4
1

1)1(
21

1
2

21

1

13

1
2

13

+−+=−+−+=−−−+−+=

=
−

−−++=
−

⋅+
+

=

++
−=

+−

−=

−

=

−

nnn

z
zzzn

z
zz

dz
d

z
zzy

nnnn
z

nn

z

n

z

n

n

 

Nn ∈∀  ,  n ≥ 2 .     (12) 

Legătura cu transformarea Laplace 

Teorema 11 (trecerea de la transformata Laplace la 

transformata Z): Fie T > 0. Se notează fn = f(nTe), Nn ∈∀ , 

L(f(t)) = F(s), Z(fn) = F(z). Dacă F(s) are expresia din enunţul 

teoremei 10  →  F(z) poate fi exprimată sub forma: 

, )(
1

∑
=

=
r

i
iKzF              (4.6) 
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în care: 

, r1,=i  ,)()(
)!1(

1
1

1

i

e

i

i

i

ss
sT

q
iq

q

i
i ez

zsFsz
ds
d

q
K

=
−

−















−
−

−
=       (4.7) 

unde si )r1,=i (  = polii distincţi ai lui F(s). 

 


